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._ जैविक विविधता (बायोलाजिकल डाइंवर्सिटी) का आंशय है पिछले करोडों वर्षों के उत्क्रमण काल में, धरती पर, 
अस्तित्व में आये जीव॑ (अर्थात्‌ वनस्पति एवं प्राणि) प्रजातियों का समूह । एक अनुमान के अनुसार थरती पर लगभग एक 
करोड प्रजातियों के रूप में जीवन फंल-फूल रहां है। इनमें लगभग पंन्द्रह लाख जीव प्रजातियों को ही अभी तक 
पहुंचाना जा सका है। शेष को, जिनमें अधिकांश सूक्ष्म-जीवं, विषाणु (वाइरस) एवं जीवाणु (वैक्टीरिया) हैं, अभी भी 
पहचाना जाना है। पहचांनी गयी जीव प्रजातियों में लंगभग-सवा लाख प्रजातियाँ,-भारतीय भू-भाग में पायी जाती हैं । 
अन्य राष्ट्रों की तुलना में, धरती के मात्र दो प्रतिशत भौगोलिक क्षेत्रफल वाले भारतवर्ष में इतनी अधिक जीव प्रजातियों 
के पाये जाने का कारण यहां की जलवायु, धरातल की बनावट एवं सांस्कृतिक विविधता को माना जा सकता है। 
किन्तु बढती हुईं जनसंख्या की आवश्यकताओं को पूर्ण करने के लिए जिस तीव्रता से कुछ चुनी फसलों एवं पशु-पक्षियों 
को ही कृषि, बांगवानी, पशुपालन एवं वानिकी (फारेस्ट्री) जैसे भू-उपयोगों में प्राथमिकता मिलती जा. रहीं है, उसके 
कारण जैविक विविथता को भारी संकट का सामना करना पड रहा है । इसलिए अन्य राष्ट्रों की भाँति हमें भी अपनी 
जैविक विविधता को संरक्षित करने का योजनाबद्ध प्रयास करना: होगा , अन्यथा वर्तमान, में कम परिचित अथवा 
अनुपयोगी प्रतीतः होने वाली वनस्पति एवं प्राणि प्रजातियों को उनके लाभ खोजे जाने से पहले ही विलुप्त (एक्सरटिंक्ट) 
हो जाने की स्थिति झेलनी पड सकती है। मी आम 6 तल हो 2 अजय सिम 


. .बीसवीं सदी की वैज्ञानिक प्रगति का एक उज्ज्वल एवं उल्लेखनीय पहलू यह माना जायेगा कि धरती के दूसरे 
जीवों पर मांनवजाति की निर्भरता को अधिक स्पष्ट रूप से समझा ज़ा सका है-। बैसे तो सभी थर्मों एवं संस्कृतियों के 
विचारक दूसरे जीवों की रक्षा करने की बात कहते हैं । किन्तु ऐसा प्रायः दयाभाव से प्रेरित-होकर ही-कहा जाता रहा 
| हा । इसलिए लाभप्रद नहीं प्रतीत होने वाली वनस्पति एवं प्राणि प्रजातियों को- प्राकृतिक रूप से विकसित होने का 
अधिकार कम ही मिलता था। किन्तु पिछले दो-तीन दशकों में हुईं वैज्ञानिक प्रगति; विशेष कर अंतरिक्ष विज्ञान, 

आनुवंशिक अभियांत्रिकी (जेनेटिक इंजीनियरिंग), परिस्थिति विज्ञान के क्षेत्रों में हुई प्रगति ने जैविक विविधता-के. संरक्षण 
को लाभप्रदं प्रमाणित करने में पर्याप्त योगदान दिया है।. .. - .. [7 हा जान ॥ 5 अका ह..... 55 


मानवजाति का इतिहास यही बताता है कि उसका प्रत्येक कार्य अपने उत्थान और विकास की दृष्टि से प्रेरित रहा 
. है । इसलिए प्रारंभ से ही वह उन्हीं वनस्पतियों एवं पशु-पक्षियों को उगाता एवं पालता रहा है जो अधिक उपज देने की 
क्षमता रखते थे । कहने को इसे * लू ष्य की स्वार्थी प्रवृत्ति कंहकर दूसरे जीव जन्तुओं की उपेंक्षा कहा जा सकता है 
किन्तु यह तर्कसंगत नहीं होगा। अं अर्जित ज्ञान एवं अनुभव के आधार पर अधिक से अधिक उत्पादन एवं आय प्राप्त 
करना मनुष्य की विकासोन्मुंख प्रवृत्ति का हीं परिचारयंक है । इंसलिएं यदि आज सभी राष्ट्रों में जैविक विविधता को 
संरक्षित करने को राष्ट्रीय विकांस नीति का अनिवार्य अंग माना जा रहा हैं. तो भी इसीलिए कि ऐसा करना लाभप्रद 
समझा जाने लगा है। क्‍ | की, 
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जैविक विविधता का संरक्षण ; भारतीय संदर्भ में उऊः 


. 'वन्यजीव' 


प्राकृतिक रूप से उगने वाली समस्त वनस्पति एवं पलने वाले प्राणी, वन्यजीव माने जाते हैं । इस प्रकार प्रथम बार 


वनस्पति प्रजातियों को कानूनी दृष्टि से वन्यजीव होने का दर्जा मिला । इससे यह भ्रम दूर हो गया कि शेर, बाघ, तेदुँआ, 
हाथी, गैंडा ही वन्यजीव हैं । म 2028: के 


प्राकृतवास (हैबीटैट) ः भूमि, पानी, वनस्पति के समूह वाला क्षेत्र जिसमें कोई जीव रहता है । इसी कानूनी 
25/033 330 कक उद्यान में वन्‍्यजीवों के साथ-साथ वहाँ की मिट्टी एवं जलसखोतों को क्षति पहुँचाना भी 
दण्डनीय अपराध है। न री 


वन्य जीव विहार : ऐसा क्षेत्र जिसकी सीमाओं में किसी भी वन्यप्राणी को कोई भी क्षति पहुँचाना दण्डनीय 


अपराध हो | इसकी सीमाओं में प्रवेश के लिए पूर्व अनुमति आवश्यक होती है किन्तु पालतू पशुओं का चरान करने की 
अनुमति राज्य सरकार दे सकती है। का द हि 


राष्ट्रीय उद्यान : ऐसा क्षेत्र जिसकी सीमाओं में वन्य जीवों और उनके प्राकुतवास को किसी भी प्रकार की क्षति 
पहुँचाना दण्डनीय अपराध होता है । राष्ट्रीय उद्यान की सीमाओं में चरान करने की रूट देने का अधिकार राज्य 
सरकार अथवा केन्द्रीय सरकार में किसी को भी नहीं होता । जैविक विविधता को संरक्षण देने की यह सर्वोच्च श्रेणी है। 


वन्य जीव विहार एवं राष्ट्रीय उद्यानों की स्थापना एवं उनकी व्यवस्था का पूर्ण दायित्व राज्य सरकारों के अधिकार 
क्षेत्र में आता है। छ् द द 

अनुसूचित वन्य प्राणी : ऐसे वन्य प्राणी जिनकी संख्या इतनी कम हो गयी है कि वन्य जीव विहारों एवं राष्ट्रीय 
उद्यान की सीमाओं के बाहर भी उन्हें कानूनी सुरक्षा देने की आवश्यकता है। अर्थात्‌ इस सूची में सम्मिलित वन्य 
प्राणियों के लिए संपूर्ण भारतीय भू-भाग एक संरक्षित क्षेत्र है । कस्तूरी मृग, बारासिंघा, हिरण, बाघ (टाइगर), गैंडा, 
जंगली हाथी, घडियाल, बंगाल फ्लोरीकन पक्षी आदि ऐसे ही वन्य प्राणी हैं। ऐसे वन्य प्राणियों का व्यापार करना 
अथवा इनकी खाल रखना भी दंडनीय अपराध है। 


संरक्षित क्षेत्रों की कु से 'बाध परियोजना' (प्रोजेक्ट टाइगर) अथवा -जीवमंडल रिजर्व (बायोस्फियर रिजर्व) का 
कोई कानूनी दर्जा नहीं है । यह दोनों ही मूलतः वन्यजीव विहार अथवा राष्ट्रीय उद्यान के रूप में ही कानूनी संरक्षण 
के अधिकारी हो पाते हैं। इस प्रकार हम देखते हैं कि किसी भी भू-भाग में, जलवायु अथवा भौगोलिक विशिष्टता के 
कारण यदि वनस्पति एवं प्राणि प्रजातियों का ऐसा समुदाय उत्क्रमित होकर निरन्तर विकसित होता रहा है जिसे संरक्षित 
क्षेत्र का दर्जा देकर सुरक्षा प्रदान करना राष्ट्रीय हित में हो तब उसे बन्यजीव विहार अथवा राष्ट्रीय उद्यान के रूप में 
स्थापित करमा ही एकमात्र उपाय है । ' हे 


वन्यजीव संरक्षण अधिनियम के लागू हो जाने पर देश में 'वन्य जीव विहारों' एवं 'राष्ट्रोय उद्यानों' की स्थापना 
करके जैविक विविथता के संरक्षण का योजनाबद्ध कार्य नये सिर से प्रारंभ हुआ | किन्तु एक कमी फिर भी बनी रही। 
राष्ट्ू की भौगोलिक विविधता के अनुरूप यह भी निर्धारित किया जाना आवश्यक था कि किस प्रान्त में कम से कम 
कितने राष्ट्रीय उद्यान और कितने वन्यजीव विहार स्थापित किए जाने चाहिए । यह कमी पूरी हुई वर्ष 982 में जब 
'राष्ट्रीय वन्‍्यजीव कार्य योजना' (नेशनल वाइल्ड लाइफ एक्शन प्लान) तैयार की गयी | इस कार्य योजना के अनुसार 
राष्टू की जैविक विवियता को संरक्षित करने के लिए निम्न प्रक्रिया अपंनायी जानी है-- 


, संरक्षित क्षेत्रों (वन्यजीव विहारों और राष्ट्रीय उद्यानों) की न्यूनतम आवश्कता सुनिश्चित करके 
उनकी स्थापना करना : -- 


वर्ष 982 तक हमारे राष्ट्‌ में 247 वन्य जीव विहार एवं 54 राष्ट्रीय उद्यान स्थापित हो चुके थे , इनके अर्न्तगत 
राष्टू के भौगोलिक क्षेत्र का लगभग 3 प्रतिशत भू-भाग आरक्षित किया जा चुका था। किन्तु इसका आकलन होना 
शेष था कि संपूर्ण जैविक विविधता को संरक्षित करने के लिए कितने संरक्षित क्षेत्रों की आवश्यकता थी। इस कार्य को 
वर्ष 987 में भारतीय वन्य जीव संस्थान (वाइल्ड लाइफ इंस्टीट्यूट आफ इंडिया) देहरादून ने पूर्ण किया है। इस 
. आकलन के 4 गर राष्ट्र में उपलब्ध जैविक विविधता को संरक्षित करने के लिए निम्न (सारणी )अनुसार वन्यजीव 
विहारों एवं उद्यानों की स्थापना की जानी चाहिए । 


6 क्‍ 5 ... राम लखन सिंह 
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की किस्म क्‍ संख्या वर्ग कि० मी० क्‍ का प्रतिशत 
राष्ट्रीय उद्यान «7 अड ..._ 48 50,797 ).5 .. 
वन्य जीव विहार 503 ,00,545 3. 
संक्षितक्षेत्र........ 65] ,5,342 ... 4.6 








.. इस प्रकार यह स्पष्ट हुआ कि हमें वर्ष 982 में उपलब्ध 30] संरक्षित क्षेत्रों की संख्या को बढाकर ०-म से कम 

करना आवश्यक है। वर्तमान अर्थात्‌ 988 तक यह संख्या 448 (66 राष्ट्रीय उद्यान, 382 वन्‍्यजीव विहार) हो चुकी है 
और इन संरक्षित क्षेत्रों का कुल क्षेत्रफल ,4000 वर्ग कि० मी० है। स्पष्टतः अभी तक हम अपनी संपूर्ण जैविक 

विविधता को एक सुरक्षित प्राकृतवास उपलब्ध नहीं करा सके हैं। जैसा कि ऊपर बताया जा चुका है कि संरक्षित क्षेत्रों 

की स्थापना राज्य सरकारों द्वारा की जाती है, इसलिए प्रान्तवार स्थिति को समझना आवश्यक है। सारणी 2 में 
उपलब्ध एवं वांछित संरक्षित क्षेत्रों का विवरण दिया जा रहा है । 


.. सारणी 2 की विवेचना से निम्न निष्कर्ष निकाले जा सकते हैं : क्‍ | 


()) प्रत्येक प्रान्त अपने अधिकार क्षेत्र में उपलब्ध वनस्पति एवं प्राणि प्रजातियों को विकसित होने के लिए 
..... न्यूमतम प्राकूतवास देने के लिए स्वतंत्र और उत्तरदायी है। तुलनात्मक दृष्टि से सिक्किम, हिमाचल प्रदेश 
अरुणाचल प्रदेश, मध्यप्रदेश और केरल में स्थिति अच्छी है जब कि हरि ”'णा, पंजाब, जम्मू-कश्मीर 

..... आसाम और तमिलनाडु में संरक्षित क्षेत्र कम हैं। 


.. (2) संरक्षित क्षेत्रों की वांछित संख्या एवं श्रेणी का आकलन इस आधार पर किया गया है कि प्रत्येक जैव 
। ॥ल (बायोम) को संरक्षण देने के लिए कम से कम राष्ट्रीय उद्यान स्तर का एक संरक्षित क्षेत्र अवश्य 









(3) वांछित संख्या में संरक्षित क्षेत्र स्थापित हो जाने के बाद भी गंगा-जमुना के मैदान की जैविक विवियता 

हे 3४ 3४ बनी रहेगी । घनी आबादी वाला क्षेत्र होने के कारण इस क्षेत्र में अधिक संरक्षित क्षेत्र 

.... स्थापित करने की संभावना शेष नहीं है , इस कमी को प्रकृतिक तालाबों, बागों, नदी-नालों के किना 
.... स्थित वनस्पति को संरक्षित रखकर पूरा किया जा सकता है। 


हे (४) पश्चिमी घाट, उत्तर-पूर्वी एवं पर्वतीय प्रान्तों एवं अंडमान-निकोबार द्वीपसमूह में राष्ट्रीय उद्यानों की अधिक. 
'... .. संख्या सुझायी गयी है क्योंकि इन्हीं क्षेत्रों में अभी भी पर्याप्त जैविक विविथता शेष है । 


(5) वांछित संरक्षित क्षेत्रों में राष्ट्र के क्षेत्रलल का 4.6% क्षेत्रफल सन्निद्दित होगा । 
. 2. जीर्ण प्राकृतवासों (डिग्रडेड हैबीटैट) का स्वास्थ्य-सुधार " 


इस चरण में, संरक्षित क्षेत्रों की सीमाओं में आने वाले भूभाग की प्रबन्ध योजना बनाकर उसके जीर्ण भाग की 
50448) करके राहत पहुँचाने की कार्यवाही होनी है । संरक्षित क्षेत्रों के प्रबन्ध की दो तकनीके हैं-- सुरक्षात्मक एवं 
रात्मकक। .. 


.“  सुरक्षात्मक तकनीक के अर्न्तगत आग, पालतू पशुओं का चरान; पेडों का कटान, अवैधशिकार, संरक्षित क्षेत्र की 
त्तीमाओं में अतिक्रमण की रोकथाम जैसे कार्य आते है । यह व्यवस्था स्थायी रूप से समस्त वन्य जीव विहारों एवं 
राष्ट्रीय उद्यानों के लिए करनी होगी। ॥ 32007 आओ 0 4 आओ, 











प्रान्त/केन्द्र 
शासित क्षेत्र 





नागालैण्ड 
उडीसा 
पंजाब 
राजस्थान 
सिक्किम. 
तमिलनाडु 
त्रिपुरा 

उत्तर प्रदेश 
पश्चिम बेगाल 
अंडमान-निकोबार 
चेडीगढ 
दिल्ली 
लक्षद्वीप 


_. कुल क्षेत्रफल... 
(वर्ग किठमी०) 
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78500 
74000 
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50400 
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3000 
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294400 
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000 
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सारणी 2 





राष्ट्रीय 


जैविक विविधता का संरक्षण ; भारतीय संदर्भ में 


उपलब्ध संरक्षित 
क्षेत्र 988 तक 


उद्यान 


+> ( तक ली एज (2) 


िक्बलरका, 


० ०० +ऊ ० + ८० ++ ++ [७ ८ ++ ८०5० ७*-+ + ++ ०० ७० ५० ++ ८० 


जीव 


विहार. 


उद्यान. तब्दाव कद 


२ 2 अर सह बिक पी 
+ 50 ++ 90 3 ४७ ++ + *+ ७२ ए ७० जँ ७० (7२ ७ ५३ (३ ++ 00 *+-+ ०४ + ४ ०. 
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सुधारात्मक तकनीक के अर्न्तगत संरक्षित क्षेत्र के उन भागों को अलग से राहत पहुँचायी जाती है जिन्हें पिछले 
अनेक वर्षो के दुरुपयोग के कारण इतनी क्षति पहुँच चुकी है कि अतिरिक्त राहत के बिना वे अपने प्राकृतिक रूप में नहीं 
आ सकते । उदाहरणार्थ, यदि घास के मैदान मे युकलिप्टस का वृक्षारोपण कर दिया गया है, तब युकलिप्टस को 
काटकर ही घास के मैदान की मूल वनस्पति एवं पशु-पक्षियों को पुनर्स्थापित किया जा सकता है । इसी प्रकार यदि 
अत्यधिक चरान के कारण किसी भाग में 'लैण्टाना' (एक विदेशी नस्ल का पौधा) फैल गया है तब उसे उखाड़ करके 
ही उस क्षेत्र को राहत पहुँचायी जा सकती है । किन्तु यह ध्यान रखना होगा कि सुधार के नाम पर किसी भू-भाग का 
स्वरूप जैसे घास के मैदान, जल प्लावित क्षेत्र, रेगिस्तानी भूमि, परिवर्तित नहीं किया जाये । 


3. लुप्तप्राय वन्य जीवों को पुनर्स्थापित करना 


संरक्षित क्षेत्रों की स्थापना एवं प्रबन्ध के बाद भी कुछ लुप्तप्राय वन्‍्यजीवों को बचाना तब तक संभव नहीं होगा 
जब तक कि उन्हें बाहर से लाकर वहाँ बसाया नहीं जाये । उदाहरणार्थ-- बबरशेर (लायन) अब केवल गीर वनों 
(गुजरात) में शेष बचा है। उसे उन संरक्षित क्षेत्रों में ले जाकर बसाने की आवश्यकता है जिनमें वह कुछ दशकों पहले 
पाया जाता था। ऐसे अन्य प्राणियों में हांगुल, मणिपुरी हिरण, उरियल, गैंडा का नाम प्रमुख है, जो अब केवल एक स्थान 
में जीवित बचे हैं, जब कि पहले ये अन्यत्र पाये जाते थे। ऐसा एक प्रयोग एक सींग वाले भारतीय गैंडों के साथ वर्ष 
]984 में प्रारंभ किया गया। ब्रह्मपुत्र धाटी से ले जाकर उत्तर प्रदेश के दुषवा राष्ट्रीय उद्यान मे सात गैंडें (५ मादा 
और 2 नर) लगभग एक शताब्दी के बाद बसाये गये । ये प्राकृतिक .रूप से रहने लगे हैं। अन्य लुप्सप्राय वन्य प्राणियों को 
उन संरक्षित क्षेत्रों में पुनस्थापित करने का प्रयास किया जाना है, जिनमें ये पहले पाये जाते थे । 


4. प्राणि उद्यानों में प्रजनन योजना चलाना 


कुछ ऐसे भी वन्य प्राणी हैं जो प्राकृतिक रूप से संपूर्ण राष्ट्र में जीवित ही नहीं बच्चे हैं । उदाहरणार्थ, भारतीय 
चीता । ऐसे जीव अब प्राणि उद्यानों (चिडियाघरों) में ही जीवित हैं । इसलिए इन्हें विशेष सुविधायें देकर प्राणि उद्यानों 
अथवा वनस्पति उद्यानों में पालते हुए इनकी वंश वृद्धि का प्रयास किया जाना है जिससे भविष्य में इन्हें किसी संरक्षित 
क्षेत्र में पुनर्स्थापित करने की संभावना बनी रहे । 


इस प्रकार 'राष्ट्रीय वन्यजीव कार्य योजना' को विभिन्‍न चरणों में लागू करके जैविक विविधता को संरक्षित करने 
का प्रयास हमारे देश में चल रहा है। यह गर्व की बात है कि मानव आबादी की समस्याओं से जुझते रहकर भी स्वतंत्र 
भारत में जैविक विवियता को संरक्षित रखने के लिए आवश्यक भूमि एवं संसाधनों की व्यवस्था उपलब्ध हो रही है। इस 
दिशा में समाज के सभी वर्गों, पत्रकार, जन प्रतिनिधि, वैज्ञानिक, समाजशास्त्री, जनसाथारण, विद्यार्थी और जनजातिय 
का सहयोग मिल रहा है | यही कारण है कि निरन्तर संरक्षित क्षेत्रों की संख्या बढती जा रही है । 








६. [] 
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वाहित मसल-जल प्रदूषक एवं उनकी आमन्योन्य क्रिया 


शिव गोपाल भिश्र, चन्द्र प्रकाश श्रीवास्तव तथा प्रमोद कुमार शुक्ला 
शीलाधर मुदा शोध संस्थान, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[ प्राप्त--जून !, 988 | 


सारांश 


वाहित मल-जल एवं शुद्ध जल सिंचाई के साथ | तथा 2 फुछा॥ (0 एवं ?9 का प्रभाव पालक 
की वृद्धि तथा उपज पर देखा गया | यह पाया गया कि वाहित मल-जल से सिंचाई करने पर पालक 
की वृद्धि तथा उपज दोनों ही शुद्ध जल सिंचाई करने की तुलना में कम मिली । 79 की अपेक्षा ८6 की 
उपस्थिति में पालक की वृद्धि तथा उपज में ज्यादा कमी आई । 


मिट्टी के साथ 0, 0, 20 तथा 30 एए॥7 (6 एवं 0, .25, .50 तथा त.5% (७ मिलाकर भी 
प्रेक्षण किये गये । यह देखा गया कि 00,८८9 में विपरीत अन्योन्य क्रिया हुईं। इस प्रकार (० डालकर 
(0 की विषाक्तता कम की जा सकती है । 


6 शा म्रटा 


50फम्नए० एगोणशा$ भात प्रा) प्रॉशिबरलांणा,... 87 98. 0. 8789, (९. ?. 87988४9९६ 
79 ?. छू, आपात, आभीाब एभ ४९ णए $0 8००००, एग्रंश्टआंध ० 0]8॥4090, 
099090, । 


0९९०5०079$6 (0 ॥॥6 ग्रपगराएथ' ए 68ए6$, ॥08॥( 0० ए875 3870 जशलत ० 8974० 70 
७५ 84078 $०09४88० जद क्ाते (80 शध्व॑श धीलण 30799्ग8 | 220 2 एएए एव &700 
एए ५8४5४ 00$०"ए९८०, [0 ॥8$ ए९शा ०7१ एक $एछॉ78०॥ स्‍24060 जशां0त $०७४३४6९ जशक्व॑धा 
88५९ 8 [088९८7 प्रणाए&ा' ० ]08००४, आजंेथा७० धशा। ण छाथा5 बात [0मथ /9०० (9 (89 
एधाला 84०0 89॥80. ॥॥6 हा०एत] 870 ज़०१ ० $णॉ72णा ज्र88$ ]8855 ॥ 9708९०१06 0 06 
7870 ?7. 


0 मिश्रा, श्रीवास्तव तथा शुक्ला 


90 (7680९6 शा! 0, 40, 20 &704 30 7एए7 एव ॥0 0, .25, 0.5 06 ].5% ("३ धा0ज८0 
का काब20प्रांडंट 6808007 एडए९०ा 06 [४०. ैढा06 (४ 080 06 ५६८१ 0 (0९९7९४६४९ [॥८ 


050.9 ०ए ९6 गा $०७०७४९० ५४५8९. 


हमारे देश में वाहित मल-जल का प्रयोग प्रायः सब्जियों की सिंचाई के लिये किया जाता है। 
यह भली भाँति ज्ञात हो चुका है कि सभी प्रकार के वाहित मल-जल में कुछ भारी तत्व यथा (७, ए७, 
था, 7, 00, (४ उपस्थित रहते हैं |? फलत: पौधे इन तत्वों का अवशोषण करते रहते हैं | अतः ऐसे 
जल के प्रयोग से इन तत्वों की पौधे के भीतर उपस्थिति के साथ ही अन्ततोगत्बा पौधों की बदबार तथा 
उपज पर प्रभाव पड़ सकता है ।») स्पष्ट है कि शुद्ध जल से सिच्चित तरकारी की फसलों का संघटन तथा 
उनकी बढ़वार एवं उपज वाहित मल-जल से सिंचाई करने की तुलना में भिन्‍न होगी । यही नहीं, मल- 
जल में उपस्थित प्रदूषक तत्वों (20॥08705) के बीच अस्थोन्य क्रिया की भी सम्भावना बनी रहती है 
जिसके कारण पौधों की उपज तथा उनके संघटन पर प्रभाव पड़ सकता है | अभी तक इस दिशा में 
हमारे देश में कोई शोधकार्य नहीं हुआ एतदर्थ हमने बाहित मल-जल के साथ ही शुद्ध जल से सिंचाई 
करके एक पत्तेदार सब्जी पालक की बढ़वार, उपज तथा उसके द्वारा तत्व के शोषण का अध्ययन की 
योजना हाथ में ली है। प्रस्तुत शोध पत्न में उसी से सम्बद्ध परिणाम सूचित किय जा रहे है । 


प्रयोगात्मक 
प्रक्षेत्र की तेयारी 


शीलाधर शोध फार्म पर पिछले कई वर्षों से बाहित मल-जल से सिंचाई की जा रही है। हमने 
इसी फार्म में से 30 वर्गमीटर प्रक्षेत्र का चुनाव किया तथा उसमें याद छिछक विधि द्वारा उपचार करके 
20 किग्रा० बीज प्रति हेक्टेयर की दर से पालक की बुआई 20 जनवरी 988 को की । फसल की 
कटाई 50 दिन बाद की गयी । 


उपचार 


प्रक्षेत्र में से 3< !मी ०? क्षेत्रफल के प्लाट बनाकर | तथा 2 छा वौडमियम तथा लेड (बिलयन 
द्वारा) मिलाकर [शूटर उबेरकों की 50, 30, 50 किग्रा० मात्रा प्रति हेक्टेयर डाली गई | बौडमियम 
को कैंडमियम क्लोराइड के रूप में एवं लेड को लेड नाइट्रेट के रूप में पानी में घोलकर मिट्टी में 
मिलाया गया ! नाइट्रोजन, फास्फोरस, पोटास को क्रमशः यूरिया, सुपरफास्फेट तथा म्यूरेट आफ पोटास 
के रूप में मिट्टी में मिलाया गया । 


प्लाटों की सिंचाई वाहित मल-जल तथा शुद्ध जल से समय-समय पर की गई । कुल मिलाकर 
8 बार सिंचाई की गई। 


|4 


य क्रिया 


प्‌ 
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४5 
केल्सियम (.5 %) 


श्रीवास्तव तथा शुक्ला 


।.८ 
सारणी 2 
00 ;८ 08 की अन्योन्य क्रिया : पालक की फसल में क॑ंडिमयम की सानद्रता 
शुप्क.. क्‍ शुष्क 
पालक कैडमियम पालक 
ग्रा०/ मिग्रा०/ ग्रा०/ 
उपचार मीटर” किलो० उपचार मीठर' 
0 कैडमियल (0 777) 303 0.8 ९ कीडमियम (20 [॥॥0) 303 
बे ्ा 
कैल्सियम (0 %) कैल्सियम (0 %) 
0.+ कैडमियम (0 79[/0) 375. 0.3 ९), कैडमियम (20 [०॥) 339 
+- हे 
कैल्सियम (0.25%) कैल्सियम (0.25 %) 
४0» कैडमियम (0 7[077) 393 0.2] 0.५ कैडमियम (20 0997). 384 
ह का न 
कैल्सियम (0.50 %) कील्सियम (0.5 %) 
03 कैडमियम (0 097)... 420 0.8 0 कैडमियम (20 [(१॥) 392 
कप न 
कैल्सियम (5 %) कील्सियम' (.5 ») 
8 कैडमियम (0 फ्आ) 2]3 .3 [2 केडमियम (50 9). 374 
हु । 
कैल्सियम (0 %) कैल्सियम (0 ९%) 
8, कैडमियम (0 ७97) 384 .6 7), बीडमियम (50 एए॥0) 347 
न । 
कैल्सियम (0.25%) (कील्सियम 0.25 ४६) 
5, कैडमियम (0 997) 277 .2 ०, कैडमियम (50 9॥) 330 
रा | 
कैल्सियम (0.50 %) कील्सियम (0.50 %) 
89 कैडमियम (0 997) 2.75 0.34 9, कैडमियम (50 99४0) 393 


कैल्सियम (,5 ९%. 


॥ल्‍शलकआ॥#अतकक्ष#00॥7 88 30000 / कक) पका शाकाकालहआाकपकक 


पीडमियम 
मिग्ना० स्‍ 


किलो ० 


5.3 


थे 


().] | 


0,32 


20, 3] 


9,40 
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वाहित मल-जल प्रदूषक एवं उनकी अन्योन्य क्रिया (3 


अन्योन्य क्रिया के लिये (१५८८४ का उपचार 


कैडमियम को 06८, के रूप में 0, 0, 20 एवं 50 9०7 की दर से तथा कैल्सियम को 
(0४00, के रूप में 0, 0.25, 0.50 एवं .5 प्रतिशत के हिसाब से ! बर्ग मीटर क्षेत्रफल वाले प्लाटों 
में डालकर पालक की फसल उगाई गई और केवल वाहित मल-जल से उसकी सिंचाई की गई । 


फसल की बढ़वार तथा उपज 


पालक के पौधों की लम्बाई तथा प्रति पौधे पर पत्तियों की संख्या 25 तथा 50 दिन बाद ज्ञात 
की गई । 50 दिन के बाद फसल काट कर उसका हरा भार ज्ञात किया गया । 


केडमियम का शोषण 


हरी फसल काटने के बाद सुखाया गया । ५१५८ 08 अन्योन्य क्रिया के अन्तर्गत पौधों द्वारा ८0 
का जितना शोषण हुआ उसे एटामिक एब्जारप्सन स्पक्ट्रोफोटोमीटर द्वारा ज्ञात किया गया। 
इसके लिये लखनऊ की औद्योगिक विष अनुसन्धान संस्थान प्रयोगशाला के सहयोग के लिये हम 
आभारी हैं । 


प्राप्त परिणाम सारणी | तथा 2 में अंकित हैं । 


परिणाम तथा विवेचना 
सिचाई जल का पालक को वृद्धि तथा उपज पर प्रभाव 


सारणी | से स्पष्ट है कि वाहित मल-जल से सिंचाई करने पर पालक की बृद्धि तथा उपज 
दोनों ही शुद्ध-जल से सिंचाई करने की तुलना में कम रहे |) यह कमी 25 तथा 50 दिन दोनों अवधियों 
पर लक्षित होती है। इससे पता चलता है कि वाहित मल-जल में अवश्य ही ऐसे तत्व हैं जिससे पालक 
की बाढ़ तथा पत्तियों की संख्या घटती है। यह हास पत्तियों की लम्बाई तथा संख्या में 50/ 
तथा उपज में 28.5% है । 


जब मिट्टी में | या 2 797 (६ अथवा ए9 मिलाकर पालक उगाई गई तो वृद्धि पत्तियों की 
संख्या तथा उपज में गिरावट आई» | प्रारम्भिक 25 दिनों में यह गिरावट उतनी स्पष्ट नहीं है जितनी 
कि 50 दिनों पर क्योंकि नियन्त्रण की तुलता में लगभम पत्तियों की संख्या आधी, ऊंचाई 4|5 ही रही 
और उपज में 5-25% की कमी आई । यह दृष्टव्य है कि 79 की अपेक्षा 00 की उपस्थिति में उपज - 
में ज्यादा कमी आई । 


उपयुक्त परिणामों से स्पष्ट हो जाता है कि 00 पर 79 की उपस्थिति से ही वाहित मल-जल 


4 मिश्रा, श्रीवास्तव तथा शुक्ला 


से सिंचाई करने पर शुद्ध जल की अपेक्षा कम बढ़वार तथा उपज मिली । अवश्य ही इस मल-जल में 
-2 7990 तक (06 या ४ होने की सम्मावना है । 


अन्योन्य क्रिया 


सारणी 2 में दिये गये परिणामों से स्पष्ट है कि (0 की तुलना में जहाँ (१ के साथ 
(७ की बढ़ती हुई मात्रायें डालकर फसल उगाई गई वहाँ उपज में उसी अनुपात में द्द्धि हुई । यह 
दु ष्टव्य है कि प्रति किग्रा० शुष्क भार में उपस्थित (० की मात्रा, (0 की मात्रा बढ़ाने के साथ ही 
बढ़ती जाती है । उदाहरणाथं, 80 छा 06 पर अवशोषण ).3 मिग्रा० (0 प्रति किग्रा० शुष्क भार 
है जबकि[ 20 तथा 50 एछाा (0 पर यह बढ़कर 5.3 तथा 6,32 79|शञा 00 हो जाता है | 0७ 
डालने से (० में बहुत ही कम अन्तर आता है | केवल 20 >छात 00 के साथ 0.25-.5% ८(॥ डालते 
पर ८0 की मात्रा में कमी आई ।(४ अधिक (20 होने पर (08 डालने का कोई प्रभात नहीं पडा । 


| 


स्पष्ट है कि 20 एछाप से अधिक (6 होने पर पौधों में (0 की माह्ना पर (४ का कोई 
उल्लेखनीय प्रभाव नहीं पड़ेगा । इस तरह (6 की विषाक्तता को (७ डालकर कम किया जा सकता है 
और उपज में वृद्धि भी । किन्तु इसकी एक सीमा होती है । 


ऐसी तरकारियाँ, जहाँ ५० की मात्रा अधिक होगी, उनमें अधिक ("0 से युक्त होने के कारण 
खाने योग्य नहीं होंगी । ऐसी तरकारियों को खाने के पूव उनका विश्लेषण होना आवश्यक है । 
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फलन का उसके जेकोबी प्रसार द्वारा सन्निकटस 


सुरेश चन्द्र जेन तथा आशुतोष पाठक 
गणित अध्ययनशाला, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जेत 


[ प्राप्त--नवम्बर 9, 988 | 


सारांश 
यदि | (४#--7) कु (७)|>२० (#%४+7/2 ]02 4//) ज्यों-ज्यों ;->० 
| (८,) का 
७, न > 4) 7, (००४ 0)55० (08 ४) ज्यों-ज्यों #->० 


है । ऋषाएँ) 


650, प्रतिबन्ध --३<०<३ के अन्‍्तगेत, 82% तो हम इस प्रमेय. का सार्वीकरण कर 
सकते हैं । 
$95फ्ब्चट 


#.9ए07०जाग्राभ्भांणा 098 णिालाणा ए५ 6 उ०%करऋ_ं ७फ्श्ाआंगा, 27 $प्राठ्या (फ्च704 जाए 
बात 89प०शा  रिक्षा।ब५,. 50०00] 0 90068 7 रैंक09708, जाता एपग्रॉफशआ५, 


| 6ै। | ॥ 0 
॥8 ६ | (४५-7)-९ (४)|7२० (#५१+7/2 ]02 //) 98 7-२० 
|! (०, 8) 
$,च्त 2 49 2, (०05 9)55० (0028 ॥ ) 35 ॥-> ०० 
० 


0-50 4] ०070007 --३< ०<$; 02#-$- 


८ 7 लात (0 इलाथक्यांट०2 06 ४0098 ॥6ण७॥ 7 5 939०. 


]6 जैन तथा पाठक 
8, माना कि /(/ध) एक ऐसा (7) साप्य फलन है जिससे कि फलन 
(-->0% ([-->0)# (0) ८ 7. [--, ] ०० --], 8>--] 


फलन /(5) के संगत जैकोबो श्रणी (.) 


७ कक 8 (0.) 


है जहाँ 
धात#. (-7)% (का) #%% 7. 0)/0) ४ 
तथा 


_ (267+०--8--) 2(४+) 2(४+०+-४+) गा 
हनन 78४ 7 ७+०+ा) 7५-87] 205) 


नय 204“ || 


23 (०:) जैकोबी बहुपद है । 


2«००08 8 तथा /-०००३ # रखने पर हमें फलन /(00$ 9) के संगत जैकोबी श्रेणी प्राप्त 
होती है । 


हम लिखेंगे 
$ (७) ०६ /(०0$ ॥४-- 4) 
जहाँ 4 के अचर है । 


गुप्ता तथा साहनी!!! ने परागोलीय श्रेणी के लिये निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध किया है । 
प्रमेष 4 
यदि 


] ) गेंप्क्यों 
$ (४--7)-- ९ (४) | ्ल्््‌ /१ 08 ) » ज्यो-ज्यों (० (.3 


तब 
59750 08 (07) 


बशतें कि ०<:<३ । 


: हाल ही में एस० के० शर्मा ने निम्नलिखित प्रमेथ सिद्ध किया है । 


फलन का उसके जेकोबी प्रसार द्वारा सन्चिकटन 7 


प्रमेष छे 


यदि 


8 0/+:7)-६ #0|5०० | 7९५३ ]08 :) ज्यों-ज्यों +->० 


९ | 7 (८९, 0) को 
कं हल 4% 2,,... (०08 0) 5-5० (008 /) ज्यों-ज्यों #->०० 
(6 


9-0 प्रतिबन्ध के «6६ < ] में; 9.2: का | । 


प्रस्तुत प्रपत्न में हम उपयुक्त प्रमेय का सार्वीकरण करना चढहते हैं अर्थात्‌ हम निम्नलिखित 
प्रभेय को सिद्ध करना चाहते हैं । 


प्रमेय 
यदि 


| (४: (:/)-१३ (७)|5०० | /९१११ (०४;)”] कलम (.4) 


हा (९ ज्यों-ज्यों 
तो 9<50प२ ७, 5 2. ०. 0.,,... (605 9) 55० (008 ४)/ ज्यो-ज्यों #-> 00 
है 6 


बशर्तें कि .. /2< ७-२३; 2-३, तथा ७:०० । 


शर्मा का प्रमेय हमारे प्रमेय की ००] के लिये विशिष्ट दशा है । 
2. प्रमेय की उपपक्ति के लिय्रे निम्नलिखित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी। 


प्रमेधिका 
माना कि ० तथा 8 याद च्छिक तथा वास्तविक हैं तथा ८ एक स्थिर अचर है #->००, तो 
[ ८ 
०7०%-॥/ ७ (४7१४१) ; हा <&0<€: ॥/2 


हि ९05 0 #+ (2.) 
| (४८); ०<६:0<(- 


8 जैन तथा पाठक 


प्रमेधिका 2 
८/४६:9<:४#--८/४ के लिये 
8 ०() 
एप ! 608 6ल्‍507 * /( (0) | 00$ (६ हर +) ) 9-| »] | रा (2.2) 


#& (0) ५---- (शी 8/2)-0-॥% (००४ 6/2)7न्‍ 5; #८० --(०७ १-३) /* 


3. प्रभेय की उपपत्ति 


«०005 6 के लिये श्रंणी (..!) के #वें आंशिक योगफल फो निम्नवत््‌ व्यक्त किया जाता है । 
९ ८] (6. 6) 
ग् (००08 9) ष्ध्ण (+ 2 (008 0) 
+/-७४) 


[7 रव्टकी ॥/९४४।। 
“ (अप 5) ( ९०५ 2) /(५()६ ॥॥!) 


! (९९, #) 
/ पक ( ५5 ओ कम | 
१/ल्‍«९7 हर ०) ५/ (९0: )») ती। 


य जरा ; १ (6 ॥/ ६१ ि की 
७, ()४52%#7 | (अं 2) (८०५ 2 टी (९७०४ ॥) 
| 


| ५०, #) ५०, ठ) 
« # 8५ ४, () 2, (ए08 ॥0) #ी॥ 


)/७०७ 
अतः 
$, ()-- ६2% हिका पर (भा )। सु कु. (४०) ४7५ । हट (008 ॥) क्ै॥ 
जहाँ नल हु 
“का 7 गा 7 पि 2+-2) गो | 77%] 


0. कएज])/४ . ## 
$, ()-4 | +| + 
|  4]] प्रा... १॥9 


शा 7 मे कम 28 


फलन का उसके जैकोबी प्रसार द्वारा सन्निकटन 9 


जहाँ 


श्ट्टव] 
50.3 नल 20करिप हे (आए) (००४ ४] कै (४) जि (९०08 ॥) ४ 


_००(॥7०+०) | ॥४००० |$ (४)| ०७ (2.)) से 


२-० (#रैह+)) ( ॥7ढका ॥[०+]/2 (०४; ]&॥ 
० ॥५७ 


००0 (77०५2) (08 ॥)/ । हर #भ०+णज दा 
न+ (77१९४ ॥-३१-४५) (08 ४) / 
सू70 (#7%-8 (]08 ॥)/) «5० (08 ॥)/ ज्यों-ज्यों #72०० 
$५., पर विचार करते हुये हम निम्नलिखित सम्बन्ध का प्रयोग करते हैं-- 


(०) (00: (0 


8,॥.३ +२2%“॥ 74 । (आल) ( 008 हक क (0) #५ पा (०05 ४) 4॥# 
70 [ ( ००४ हि (आप) कै (न) | #॥फका का धर? 
न 





॥[॥ । 
क्र 0(777+ /+ )| #गिीका 04 
4५ 


धद0 (रे (॥" ०-०) 

० (]), ज्यों-ज्यों #->०००<३; 822-३ के लिये (3.2) 
(०, लये ; 

अन्ततः परास [|॥€#रूऋ--/8, के लिये हम #% (००४ 8) के लिये उपगामी व्यंजक का प्रयोग 


करते हैं जो (.2.2) में दिया हुआ है । 


20 जैन तथा पाठक 


हमें ज्ञात है कि 


7../2 / . ॥/7 (26८ ।॥. ह ॥07१ 2३ |. ( ४४7४ ५/ (((१६ ॥) ८॥' 
5,., 52%+िक | (शं। 2) | (28 2) ९ (॥/) शाद् | 082 028 


4/॥ 


् | '+ बँऔँ 8/॥ 
ग्र-/8 / . ॥१2८।। ॥7९ 2.0 4 ।। जपाग | को 
घट | (आए) (५ । ९ (४! [हक जार (अं ] 


““॥([# ८ 


; ( ९0 *] ३ 008 (४ न गे ह |] है. | |। "० () (# हा ॥) | 


जहाँ 9 अचर है । 
ल्‍ ६ पी हाई «,. ॥ १४१ --!॥/४ |! है, 
नम (%7/१) | हैं ( ॥॥| 2) ( 0९७५ कु / ३ (४) 


॥/॥ 


| 008 १ 005 (४ न 2 |] ] ॥'७ हए % शत ( 5 है ठ ।] )॥'+-((] 


 । थी। ॥) ४! | थै।' 


लडीडदव पिन जाकर नी 


जहाँ 


ह ॥॥ /.. ॥॥ 6६*»/५ ॥! ५//+% |४ 
9॥:47 5: /) (४५१ *) | ॥ ५ | ( 609 
4/7# १ 


ह्ध्ला 


७0६8 (४ | हा रा | । ) ॥! हूँ; (॥) ध॥' 


। पर... |॥) ॥" (-/४ ॥#५/ । /8 
. (0५-28 का ) इर३७)| ६ 
कल) ( ) ॥ । (भा 2, । 005 5) 


२१|[॥ 


6० । सा 
(००४ /.० ० हि |] ] ४' के (॥") थी 


4“- /#॥ “0५ ( ... ॥7 “57 (४-१/8 । #-|-४१/।/8 , , 
47 हो 5.2 _ (॥/ |-॥) 
[|ह--)५ 2 ) श्र ) 2000 


008 (+ ० हि |] फ 0! । 


तक छब्मा 0, +मकराकरर फैन पह 7 
शा 


फलन का उसके जैकोबी प्रसार द्वारा सन्निकटन 2 
_>[7-7 /7 :. /7१०-१॥/2 8+7/8 
[7 हम । ५॥ ४ (0० ) ९ (0) | 2084 


-( ॥ह0७ 














«०0 (॥-/-29) (3.3) 
जहाँ 
]/ग . ॥'--7# १८-॥2 ॥/ --४१/0+/2 
[०५ | 5८ कि स्नी (आए 2 ] (००४ हे ) कु (/0 +-#) 
जम ०[ [का ॥//0-१।$ ॥(/०५-१॥४ | 08 ।( ः ] हे 4॥७ 
[/# -- है, ४ --7 | 
० [#7*%- (08 ॥)/]5-०((08 #)/) ज्यों-ज्यों #->-००. (3.4) 
े वा ++ [/77 ।( ५ ॥#न-म्री०-व/8 ॥ --॥१ 3+7/2 
[०३] | हे शत » ( 005 प्ठ-) 
($ (0४--8)-% (9)| 4४ 
बल [हक | । [02 प )| बा [/#---) (आए तर). 
४... ॥-+-४१४+|3 
( ०05 7 खा ) । 0 
सम 0 [7-2 ([08 ॥)४] ज्यो-ज्यों ॥-+००. (3.5) 
अन्त में 


हर 8+3/2 
7, | «० हा /॥7 | $ (४)| (आग /77) 7/8 (५०४ का 
]/# 2 
न (आग हार / 507 5४3 
7 


४70 (/) । ॥॥ सा [४ 00)| + | के । 005 दी हे धो 


घ्य0 (॥") (3.6) 


(.3.3)...(.3,6) को जोड़ने पर 
5,.3. ४६ (#704१/5) (0७ (#7५-7₹* ]08 ४) +० (077-3)) 
मच्य [(08 ॥/]--० (४१-/-) 


247, 





ल्‍म्7 [(([08 7)/ ज्यों-ज्यों #->0० (3.7) 


22 जैन तथा पाठक 
$%.५.2 तथा ,$.,,.७ के क्रम आकल को ० (]) तक देखा जा सकता है । 

$५.255० [((08 ॥)/]; ज्यों-ज्यों #- »०० (3.8) 
अब (]-3.), (.3.2) एवं (.3.8) के बल पर 

५,55० [([08 ४)/], ज्यों"ज्यों ॥->०० (3.9) 
इस तरह प्रमेय पूरी तरह स्थापित हो गई है । 


निर्देश 


4. गुप्ता, डी? पी० तथा साहनी, बी० एन०, ॥॥6 १४७६४, $६00९८४ 987, >(7., ॥, 337-343. 


2, जेगो, जी०, 070808009] ए०ज़ाठांब, &॥6०, '(४॥0., $0०, (१0॥68, ?प७]., नई दिल्‍ली, 
959. 


१[0"76 रिवांशी00 शिएडजातातवा राव, ०). 32, 0. ), 989 


कई संभिश्र चरों वाला िं फलन तथा उष्मा संचालन 


एस० एल० नाहटा 
गणित विभाग, शासकोय सहाविद्यालय, बाडमेर (राजस्थान) 


| प्राप्त-अगस्त 22, 986 | 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्न का उद्देश्य उष्मा संचालन के निर्मेय से सम्बद्ध आंशिक अवकल समीकरण का हल 
प्राप्त करने के लिये कर्ट संभिश्न चरों वाले /-फलन का उपयोग करना है । 


है 8! ७। 


पुल्या ०णातरलाजा शावे वाल #-जिालांणा ण॑ इ०एलबों ०णाफ्री०ड5 पक्रांब)65, मैप 9. 7. '१०॥७ 
0५क्चाप्ाशा, ए चिश्वािलावा05, 00ए0०)०० (०0॥686, ऐक्ृप्राध (॥२०]०७४॥8॥) . 


पु॥6 586० ती हां एकए९/ 5 (0 ग्राक्वॉप6 ए४७ 0 6 अआरनपाएा0ता ० 8$९५९०/७) ०077 6% 
पा980008  काका।।ओए 8 ३00 ० 6 एथाा तंररिशव्णांबों 8पृण्का[07 7९]87020 ॥098 
ए970)था एी ॥6॥8॥ ए090९0०. 


।. श्रीवास्तव तथा पंडा/ ने कई संमिश्र चरों वाले </-फलन की परिभाषा बहुगुण मेलिन- 
बारनीज समाकल के रूप में निम्नवत्‌ की है 


०0: (77', 97”); हल (7707१, 770)) (ड 


् 
] 
है] 


77 [2 5 
हे जल ह की. 74 कह 7 ]:0504 0000 /77/] 
[2 
(०७ प्र >० की 207 (4७७ महक "व 60 4720) के 
७78० मीन लक. 
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गन हज | शा हर $ (७,).--९+ (3५) ४3 (७।५-- 5,) 


' ग हर धेंछ ... ४0 ॥ ० / , (.]) 
जहाँ 
0 . )) हे () (४) 
पर गए४। >#। 5) 7 रत-4, नस; »]) 
है 6 * | फ् ह ु 
कं (5; ) अ.. डिशकारभ अस्त एफ हा हे । अबक ख अड ॥. मलाकओ/ पलसफपव.. तन पथ हद 4: वाह भय 0 8: ४ य घयत #ततकलखक्ाभाआआ॥हवप हक हा 
.. ४2] हे ) अं 2५१43 है, 5) 
“४०7१४ +। / कप) -- | 
७५ ४ ७ , (.2) 
क्‍ दी / ) न “आओ 
9" (80) -..) 5)) कब | गावरा- हक < 8 थो मा वएक्ष+ ४ ढ। आ)। (.3) 
ह 39 का है 4222, || 5 ] हे, 
(.]) में बहुगुण समाकल परम अभिसारी होता है सदि 
[धा8 (2:)| <३0, #, स्ज , ..., / (].4) 
जहाँ 
(2 ० १0) हा () 
(,०-- </ 6७ कर  गि, न <7 #, हि] सु 


कण अं इल्लों . अस्कॉटपक] 


07 070 (0) ५) ा 
न बा है ध ग मत; ऊऋ(), द्क |, #..३ (.5) 
िल ] है 6 ॥700 “| ] 


निम्नलिखित प्रसार सूत्न०,श 


०,० : (,0४7); ...; (,९० (»। 
प्र [9५ **+% ] 490 [2248 [० (277१... |] | 


( ०९फ़) (2 +०* )) (्‌ 0"! ”)) (( हा $ 720 


(9770, 37600, 8)- (०७१० -+ ०१), ४१), (०६१). ४६).)) 


] 
| 
| 

(2 7 ]* | 


कई संमिश्र चरों वाला प्र-फलन तथा उष्मा संचालन 


ण0 । | शीश ! है 


(४) 
0 नीष 
रह क्‍तणणएफ़रुण + !%९८--7, 
00 
जहाँ 
४५) » 
४ 7((--८. +7'. &) 
हर 
9; 6५) न5 लि से ओओिी33223:सल सस्ती वन नली न ननननननननलनन+++ ५५.3............................................ 9 नल 5 
के के अं ४). 0५) 
व उ0-2, + ४४ 0). पर 7८६४ -7/ ७) 
[क्र ४5 ४१--॥ 
तथा 
[ अधि / () (2 / 6) त 
80% "ज को | यंग बगाएान 2 8 ७ हैं 7(-/क 2 #। ०) 
[7 ऋ57 च्नत । हज । | 
बशर्ते 
[शाह ॥|<3 7 #, 7/>0, 7--|, 
तथा 
2 (0 ७0 ॥) ७ 
शिचना 2४ डे. - < के +8 <2 8. -+ » १ 
8 । ४ च्च /चक्छ 28 कि 
0 ही | 
“ ट 7, >0,7/55, 7 
च्च्सश--] 


242. अनन्त समाकल 


| 2० ४-०* म#,५/(०) म* [0 ०, ..., $, >#] # [24 >४, ..., 2, >2#] 45४ 
8१७ 


2(7--०-- 2 2५ /#0) 
(7५ १2 
कु 5 जा का ज-+-++ ९ (५५४४४ 0) 
घ्नम 9१, ५. - फितान 0 0५ न 00 


25 


(.6) 


(.7) 


(4.8) 


(.9) 


(.0) 


26 एस० एल० नाहटा 


6५. १(-)7 ०7, ] 0,] : (7,877); ,..; (7700, ॥(४१) 
पा ॥ 8 ७४) काश | किक, बका : श है ... #!, |] 


सका ! 
ह] 


[ रे (४) * 
[ 22, | (( 4,:७, , ...+ ०५ )), (-- 2०--2. 6 #0५: 2/,, ..., 2/,) : 
| 7! ५९ कि | 


| 
| 2-5 9 :8 (#) ै 
। था ०८० (्‌ ०५ रू के 4७३४ है पा )), (7 #ल+ दो! ०००5 हर /; 30, /:3% की /,) प 

((4 ४१ 8220; हा 20) ! धर) | 


(फ' ! ( (2.) 
(( रे  ०५))॥; हा 0 &£2,)) [ 


बशरतें कि 
॥., .. /,>0, /८,, ..., £, ०0, ०0, 


!' (४) , (४) रू 
ह6 (+ 2 (४ /7 कप कै; ।#। ):0, /०।, ..., ///0, 
न्कि, .. 7 [78 (2:)|*३०४ ४७ ०; >0, 7७ ], ..., /, 
ि३ (४))| <क 7, ०, 70, 75०], ..., /. 


समाकल सूत्र (2.) को स्थापना (.), (.6) तथा निम्नलिखित समाकल का उपयोग करके की न 
सकती है । 





ध ९/४2/0"-०) [7 (20 ।. |) हा हैं 
भ0 अल ली ले, 8466“ लक 75 अप न ॥ ट 
| 6 श,१(०४) धर ( | «| 0०9) ३ लय ), | हक. हक ३६४ 
3. उष्मा संचालम में सम्प्रयोग 
भोंसले!!! ने आंशिक अबकल समीकरण 
१9 9१ 0) ३25 
00 कक ता कटी हट (3.।) 


के हल करने में हर्माइट बहुवदियों का प्रधोग किया है जहाँ # (५, /) हृहद मान के लिये शूस्य की और 
अग्रसर होता है और जब |४|->०० को यहू समीकरण उष्मा संचालन की रमस्य। 


0 84 ) 
रे के प्र “77, (१-१ (3.2) 


कई संमिश्र चरों वाला प्त.फलन तथा उष्मा सं चालन 27 


से सम्बद्ध रहता है बशर्ते कि 
४०550 तथा #, --#&८६ 


भोंसले!! ने समीकरण (3.[) का जो हल प्रस्तुत किया है वह इस प्रकार है 


$ (७, 7) ८ रे ग ९€7(+३०)४/-४ १ || (५) ु ह (3.3) 


हम एक फलन ७ (४, /) के निशच्यन की समस्या पर विचार करेंगे । यह फलन ऐसा है कि 
$ (०, 0)व> 7 जज ए7* [9 #फा, ..., 9 अागु मठ, आशय .... 2, >१#] (3.4) 
अब (3.3) तथा (3.4) से 
श्ण 2न्थों प्र [9 3१7, ,,., 9, 37१] /ध [24 ४, ..., 2, 2] 
ष ट 4८ ९ लक 476 (०0) (3.3) 


(3.5) के दोनों पक्षों में पर (0) से गुणा करने तथा « के प्रति -- ० से ०० तक समाकलित करने और 
(2.]) एवं हर्माइट बहुपदियों के लाम्बिकता गुण) का उपयोग करने पर 


20#-8०-१ 50 ७ शा रे 


थी 
48 शा है ह का आल १फ़ * ४; 
किक की. 8... (४7 8! ९ (9१), -.+ 79») क्‍ 
/ (--)%  #9४; है 
का गा 0) आज क / 


27१ ० 
प्र | ( 7, 87); ऐप (720), 970१) हि गा $ 2] 
2++  4*। : [2“, ४7] ...; [०), #४१] | 2-४५, 





म ि हे 
(44७, » *** ण् ))), (--2०-2 2, /प १९: 2#,, ..., 2£,) : 


।' हि 4 मर ह 
(७५: | >>ह5िं)) (/2००- ट करके "कि : 


(42० मी >य (4 मत | 
| (3,6) 


(2५०, है) -५ (29880) है) | 


28 एस ७ एल नाहटा 


इस तरह (3.3) का हल निम्नलिखित रूप में समानीत हो जाता है... 


!ी 
(४ 0 

# (५, /) के 
इ७ 0ी रा कं 


३. कक हा 0, स्ल्ड () (00 ९:६४ 0 ) ॥ ह / 





६ 


५ ... ])४ हु 
49 


इज 


भा /# 





(77*, 877 ; (॥/0), ॥८०१) | 2, 
2 फ्र ५ | | [० 7 | रा + [.((/), 7707] 2-%2, 
| ! 
महक ), (--२००-४ र है। शाप: 260, «७ 2): 


न ( 6 थे ! न भ 3 हैँ 
(९५8, + :.. 2० ))),(७/2- ० (हा पर कि * ५ 6) : 


(4.७ मत: "5 (जए0 मई) 
ः । (ल.7) 
(( 0, *। रु रे $ | ४276 ) १ छि | ( ))| हे 
4. प्रसार सूत्र 
हम (3.5) तथा (3.6) की सहायता से निम्नलिखित प्रसार सूत्र की स्थापना करेंगे... 
9 हि हे म 
7 | कक [का हझूका, ,... ), ५ ] 7 [2 6, ,,,, 2, >(ह6+] 


7 


() ा्आआ पर प्‌ 39 कक हे ॥५ ) | 
०न्म0 9५ ...+ कम (८.६ कब | गए $ (१७३६ +«७ 20 


“०)70 /77 7, #7 [7070 ॥570) | 2702 
47 < 0; (7? ( ः प्र ( ),/०३ ( 470१) 
गा | १) (5+ 0, 4+ : 2”, ४], &४0, ॥४)] की 





कई संमिश्र चरों वाला एै-फलन तथा उष्मा संचालन 29 


् ५ 4 
(4५; कक कह ० )), (>5दै हल ८ हा 270; 2/५, .... 27) ; 


पं 4 
आस |! 7 कि तप हित >त कि: 


63 ७०7 ३ ॥ 02305 ४ | 
(( 85, * हे 80 7 80, ? ४72) । 
कृतज्ञता-ज्ञापन क्‍ 
लेखक डा० ए० एन० गोयल का आभारी है जिन्होंने इस शोधपत्न की तैयारी में समुचित मागें- 
दर्शन किया । 
निर्देश 
],  भोंगसले, बी० आर०, 70८. वि, 8080. $0. [708, 966, 36, & 359-360. 
2. चचिल, आर० बी०, 0एलशांणाबं 'चैक्ीशाबएं05 ४० एाबण्-मता।, िलज़ १077. 958. 
3,  चोरसिया, बी० बी० एल०, ,00०(8 (९०॥. [009, 978, 2, 425-427. 
4. चौरसिया, बी० बी० एल० तथा शर्मा, एस० सी०, ज्ञानाभ, 983, 3, 39-46. 


5. एडेल्यी, 7०, इत्यादि, ए80]08 0 पशाव्ष्टाओं 7एक8४0775, भोग व, ]० (74-४३), ]च७ए 
७0०70, 4954, 


6. रेनबिले, ४० डी ०, 89९०) स्पराणा005, १०३०7०४७४, ७७ ४07९, 960. 

7. मुखर्जी, एस० एन० तथा प्रसाद, वाई० एन०, (०१, 800०७४0०॥, 97], 5, 5-2- 
8. प्रसाद, बाई० एन० तथा सिंह, ए० के०, [?प्रा० &0]0, ४४॥॥. $0., 977, 6, 57-64- 
9. सक्सेना, आर० के०, (५फा2५००८ ७४४. 7., 977, ॥7, 22-226. 


0. श्रीवास्तव, एच० एम०, गुप्ता, के० सी० तथा गोयल, एस० पी०, 6७ म-णिलांगा ० 
(078 2१0 79० ५६१४००5$ ए[ए] #9ए080075, 50707 08४97 ?िए०॥59॥03, चि९छश़ था 
870 ४४०॥85$, 982:/ 

!. श्रीवास्तव, एच० एम० तथा पण्डा, आर०, 7. [ेशा।& 72०9. ४०॥॥., 976, 283/284, 
265-274, 


री]णात रितांभावतत #0500तता ?िवा] ०0, १०], 32, ।२०. ), 989 


करमट विधि से लिपशिट्ज वर्ग के फलनों को सनब्निकटन कोटि 


आरण० पी० गुप्ता, एस० के० वर्मा तथा वेद प्रकाश 
गणित विभाग, शासकीय इंजीनिर्यारंग कालेज, बिलासपुर (म० प्र०) 


| प्राप्त-फरवरी 7, 986'] 
सारांश 


हमने करमट विधि से सन्निकटन कोटि प्राप्त किया है। हमारा परिणाम प्रेमचन्द्र के परिणाम 
जैसा है । 


छः 


है, है।। ।॥ 6 ७ 


()॥ प€ 06|_॥९०९ एण बुएा0्जयााबांणा ० णशिलाणा5 >शेणाहारए 0० 06 7वशआरट 2935५ ७५ 
हब्आाधाशान ्राली00, 0). 7, 60799, $. &, ४८७7० 800 ५०१ 20950, ॥0९948/0707॥ ० 
४४/॥०78५9, (00४९7शह७॥ शाह्रातव८)ा8 (062०, 88%पा (४, ?.). 


जा 6 7976867 [08067 ९ ॥#4876 ठ9760 06 १46276०९७ ० ०१9797०ांग्रधा07 ०५ 
दि क्राधा99 पहा00, 0 765पा |8 802005$ [0 ॥8 768फ॥ 07 (४६074, , 


], श्रेणी 2 ० भांशिक योगफलों के अनुक्रम ($,) समेत करमट विधि", औ:>० द्वारा संकल- 
नीय कही जाती है यदि अनुक्षम 


3 तक | 5] ४») , 


! ६ 


अभिसारी हो जाता है जहाँ । | संख्याओं को 


» (४+-) (४+-2) ... (४+-॥--)5-- 2 |] %", (.2) 


32 गुप्ता, वर्मा तथा प्रकाश 


#>#0, [, 2, ...., 0& 7? 


द्वारा परिभाषित किया जाता है तथा संखझ्यायें | | प्रथम प्रकार की स्टलिंग संख्यानोीं के निस्‍पेक्ष 
मान हैं । 


॥% विधि का सृत्रपात सर्वप्रथम करमट? द्वारा किया गया जिसते दिखाया है कि यह विधि 
»:>०० के लिये नियमित है। माना #2कऋ-आवर्ती तथा (--क, को में समाकलतीय है तब बिन्दु पर 
/ से सम्बद्ध फ्रियर श्रेणी फो 


१३; + ( 
है40 | 7 (4, ००३ ह.९ + 0॥ ॥70 7) (.3) 
पक, 


द्वारा व्यक्षत किया जाता है । 


फलन /«.9 ७ (०::-०) यदि 


/(४+/) -/(४)5०० (४०) (.4) 
हम लिखेंगे कि 
## (0) * 2 [०+7) +/(--॥)-2६४ । (.5) 


तथा 
| थि [07 /(0 ८४/ | ॥)/2 ९३ ८४४) ( 
# (४) / () 4-४) $॥ //2 न! 


जहाँ ७ काल्पनिक अंश का सूचक है । 


2. लिपशिट्ज वर्ग के फलनों की सस्तिकटन कोटि के विषय में प्रेमसच्द न) बोरेल-माध्यों 
तथा (#, 4) माध्यों के द्वारा परिणाम प्राप्त किया है। बुकोबिक नाते #+े विधियों की फरियर- 
प्रभावात्मकता के सम्बन्ध में सकारात्मक परिणाम सिद्ध किया है। यह बललासा गया है कि #»-थिध्ि का 
आचरण बोरेल विधि जैसा है। अतः यह प्रश्न स्वाभाधिक है कि तया प्रेमसच्दीडं जैसा परिणाम 
प्राप्त किया जाता है ? हमने निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करके इस प्रण्ण का उत्तर दिया है | 


प्रमेय 


माना कि 2#-आवर्ती है और (-..#, #)में /-समाकलनीय है तथा माना कि /« ,]0 ७ (०<:« 5: [) 
तब फ्रिगर श्रेणी की ॥%-विधि द्वारा सन्तिकटन की कोदि सिम्नवत प्रदर्शित की जाली है 


हु 
78४ | [()-- ७, (७)| 55 (० (008 ४)"५, 


करमट विधि से लिपशिट्ज वर्ग के फलनों की सहन्निकटन कोटि 33 


) 
जहाँ &५ (४) (.3) के आंशिक योगफल के /'-माध्य हैं । 


3. अपनी प्रमेय की उपपत्ति के लिये हम वुकोविक/! की निम्नलिखित प्रमेय की सत्यता को 
अंकित करेंगे । | 


प्रमेयिका 
0>० तेथा ०..-/.<४/2, के लिये 


(क्‍0 ४ (३ ८४४ . .#) | | (0 शं॥ 7 ]08 ४) 
शञं॥ /2 | हब 





4 ०057 झगड़े | 
जो 7 में एकसमान है । 
4... प्रभेय की उपपत्ति 
माना &,() द्योतित करता है फ्रियर श्रेणी के !वें आंशिक योगफल को । 
हमें ज्ञात है कि 
| [ह 7 ४+-३7) 
0 (>) रा ) 2% | 0 (५ (/) भप्र 72 4/--०() 


माना 5, (0) द्योतित करता है ७,(५) के /% रूपान्तर को तो वुकोविक4! का अनुसरण करने पर 


$ (9-/००० 2. [' + 000) ० 


॥7' 


हि * ५. (/) आ। () आं। / ]08 ४) 
० (!) | 0 ९३3० (१ (--008$ /) 0९2 ४) ९४ 


से 0॥02 60. (४ $.८ (/) 8 (१ »7 7 08 /४) 
0 (() । दर हि | कक है त-वठ्फाग्क 


म्पपा / पं 4 (4. [ ) 
अं 


0॥०४ ॥ ग। 
॥ ००0) [20 77०2%) 7 


प्‌ १७+7 


“70 (२ ]08 ४-०) (4.2) 


34 गुप्ता, वर्मा तथा प्रकाश 


तथा 
_०0 0 विश 
> | ] ४ 
लव 0 | कद गत ला गा 
८० (2 (]08 7)"५ (4.3) 
(4.), (4.2) तथा (4.3) के संत्य से हमारे प्रमेय को उपपत्ति पूरी हो जाती ह । 
निर्देश 


.. प्रेमचरद्र, (0770708007॥8 (0९0 घ॥८छॉा९ त68 इलशाए७७, तह ।'पत9९7४0 0' /५7)) ४78 , 
[979, 28, 7-]., 


2. प्रेमचनद्र, (07907709॥08(0॥5$ (06 |प +8०७॥७ (65 ६९९॥८८४ 07 |' 0॥)।५७१४।॥७ (|' /॥॥|।४७। ४ . 
98], 30, 7-6, 


3. करमट, जे०, १४७६॥९॥4॥०४ ९एा|, [935, 9, ]64-]78, 
4. बुकोबिक, वी०, |७४४॥॥), 2., 065, 89, 92-95. 


[तत्व रिवाडीवत #तएच्तराताता वात, ४०. 32. २०, ], ]989 


फ्रियर श्रेंणो को (3, ह॥) संकलनोयता 


एस० के० वर्मा तथा एस० एन० अग्रवाल 
गणित विभाग, शासकोय स्नातकोत्तर महाविद्यालय 
जो० जी० डी० यूनिवर्सिटी, बिलासपुर (म० प्र०) 


| प्राप्त--सितम्बर 28, 986 ] 
सारांश 


मरने फूरियर श्रेणी की (/, /,) संकलनीयता पर एक प्रमेय ऐसे प्रतिबन्धों के अन्तर्गत सिद्ध 
किया है जो खान के प्रतिबन्धों से दुर्बल हैं । 


4080-8० 


()॥ (/, /2५) #प्रग्राक्रात(ए 00 #0प्ररांश 5०४... 29 5. 6. ए७०7० 870 5. ५. 8278५/9], 
(0एएपएा। 0, ७5, (0॥68९, 0. 5. 70. एशएश'श०, 89889प7 (४. ?.). 


फॉ० ॥8४९ [006 क. पीला ० (०, ॥४) आगरा 0 ॥ ए0प्रायंक इचा०५ प्रात6 
00०09)000॥$8 0॥ | /७) ४४०४|९९७ (9॥ (056 0/ 6 ॥4॥/4 


4. माना कि #॥,>>0 ऐसा है कि 2! ७५ अपसारी होता है और घात श्रेणी 


( (>) हम 2 04 >:! (.]) 


की अभिसरण ब्िज्या । है| कोई दी हुई श्रेणी 26, जिसमें आंशिक योगफलों का अनुक्रम (७५) हो, तो 
हम संकेतल 


20; (2८) सड दि डक (].2) 


3० वर्मा तथा अग्रवाल 


तथा । 
पर! ) 60, 8 ( न [ || है. 
3 के आई / (१) हे 


का योग करेंगे | 
यदि (.2) के दक्षिण पक्ष की श्रेणी दक्षिण चिंएस जच्तराल [0, ]| मे जनिमारी हो 
और यदि 
॥ ४, (.) ७, 
ला ओ व० 0 


तो हम कहते हैं कि श्रेणी 2 4, या अनुक्रमः ($&॥ & में संकलनीयता (०, ॥॥) हैं जहाँ ४ सास्स है, 
[तुलनाथ्थ हार्डी/१] 


2, साना कि /9) लेबेस्ग समाकलतीय फलस है जो आये 2 के साथ जायती है। 
माना कि 


/(0)--१०५५ + ० (६५ ००0३ ॥ 04 8५ $४॥॥। #8) (», ) 
ह / ६ 





इसकी फूरियर श्रेणी है । 8, को स्थिर करके हम लिखते है 
९ (/)57$0॥ (/) | (/(90+-7)+0५-०४) ००25) (०.2) 


खान!” ने पहले पहल संकलनीयता की (०, »,) विधि का प्रयोग फ्रियर श्रेणी के साथ किया है ओर 
निम्नलिखित प्रमेयों को सिद्ध किया है । 


प्रमेय 


7९0) की फूरियर श्रेणी को बिन्दु 6, पर ४ तक संकलनोय (०, »,) होने के लिये आवश्यक तथा 
पर्याप्त प्रतिबन्ध यह है कि 


( 27) ॥ क (७) ॥#००0 (#(0४), (2.3) 
किसी स्वेच्छ 3 के लिये 0<:8-<+#, ज्यों-ज्यों ५->]--0. 
प्रमेय है. 
यदि 
[, 8 260|%८0०(४ (-7)), (>+०) (2.4) 


फूरियर श्रेणी की संकलनीयता 37 
तथा 


गे क्‍ 
। [९ ४ 0०8 ८४-०0 (/४(]--7)), (/->+-0) (2.5) 


किसी स्वेच्छ 8 के लिये, 0<9<# तो /(9) की फ्रियर श्रेणी & में 6, पर संकलनीय (०, »,) 
है जहाँ ( ७») निम्नलिखित प्रतिबन्धों को तुष्ट करता है 


2४:>0० (2.6) 
(/७) स्थायी रूप से घटकर शून्य हो जाता है (2.7) 
तथा (४77, परिबद्ध है । (2.8) 


प्रतिबन्ध (2.6) (०, 2,) विधि के लिये आवश्यक शर्ते है अतएवं हमारे विचार से यह अधिक 
है । प्रस्तुत प्रपत्न में हम सिद्ध करेंगे कि प्रतिबन्ध (2.4) के स्थान पर दुर्बजतर प्रतिबन्ध 


| ही की (है 87 2 मिल गे । 
हा |$ (४0| 4४-0० (अत) ज्यो-ज्यों 772 +0 (2.4) 


रखने तथा प्रतिबन्ध (2.8) को छोड देने पर फूरियर श्रेणी की (०, ७७) संकलनीयता सही उतरती है । 
वस्तुतः हम निम्नलिखित प्रशेय को सिद्ध करेंगे । 


प्रसेय 
यदि ह 
| 2(]-7) ॥_ ला 
|, [४ (४)|५5० (ऊत-फ ) ज्यों-ज्यों 7 7> +-0 (2.9) 


तथा (2.5) सही है तो /(9) की फ्रियर श्रेणी 6, पर & में समाकलनीय (०, 9,) है जहाँ (%॥) स्थायी 
रूप से घट कर शून्य हो जाता है | 


3. हमें अपने प्रमेय की उपपत्ति के लिये निम्नलिखित प्रमेथिकाओं की आवश्यकता होगी । 
प्रमेयिका(2 4 ; 
(29) के लिये हमारे प्रमेय में जिस रूप में परिभाषित है। 


प्रमेयिका 2 
स्पष्ट है कि 


०5 ््रं 
डी ह 20 औज॑ूओऋ >+ ये 2५0 5१) 
॥॥७ धं नो 


प्-7' (०) (3.) 
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4... प्रभेय की उपपत्ति 


खान” की प्रमेथ का अनुसरण करते हुए यह सिद्ध करता पर्चाप्त होगा कि 


[7 की के 2००0 ढ--0७ (५) 





0) 7००, 
अथवा 
४, ()+२०५ (७)5०(४ (.०) (4.]) 
अब 
2, (४)--०(७' (०) [ [6 (४)| ०४/, (3.2) से 
। 
नो 8 77 
कंपोंकि ४7द्र/ £. 
बज 7 /१(-९) 
8 ((> (.४)) ॥ 5) 
-:0( (0) ज्यों-ज्यों ७ -»] --0 (4.2) 
तथा 


0) 
[2६ 00500) | £ 0) 4 


“| (0( (८) ज्यों-ज्यों ,(-»] 0 
(4.]), (4.2), (4.3) के संचय से हमारे प्रमेय की उपपत्ति पूरी हो जाती है । 
निर्देश 
8. हार्डी, जी० एच०, [9ए०78९70 5९7९8, (0:6070, 949. 


2. खान, एफ० एम०, 60. टिकफ्रणाहा चिधतीदाधदाएशाों ऊडाएापज, फल, 468, शेष्टाए08 
7, 33-]7. 

3. टिचमाशें, ई० सी०, ॥फढ09 0० गिएाणांता$, 7.096 शाप डितताद शिवी7/5 08वें, 
पृफ्०७/०१, /१०४४०॥८, 978. 


फी[त्ात रिक्ाज्नाव8 #0050700567 ?िता06, ४०0!. 32, [४०. ।, ]989 


संयुग्मी फ्रियर श्रेणी के नालुण्ड साध्यों के 
हारा फलनों का सन्निकटन 


आशुतोष पाठक तथा बन्दना गुप्ता 
गणित अध्ययनशाला, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जेन (भ० प्र०) 


[ प्राप्त--अक्टूबर 4, 986 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में संयुग्मी फ्रियर श्रेणी के नालुण्ड माध्यों द्वारा फलन के सन्निकटन पर विचार 
किया गया है । | 


है, है। । ।॥ 6! (७ 


-स्‍9ए/०्जाग्राज्ा तर ण॒पिालाणाड 9९ प6 "ठाएातवे प्राध्याड ण 3 ९०एस्‍ं।प्रशथा० #0०ए/० इश7९५. 


979 &शापात्ओ ऐएचिबोर दात एकआ0978 0३, 5000 0 80488 77 १०४९०7७४०3, शांतिद्वा। 
(्राश्णाशाॉज, एञ]|कांण (७४.०.). 


८079705704/707 07093 पिठाठता 079 76 'रठापातव पाल्थव5 ० 8 ०ग्रांप९80०९ 960प्रात67 
80705 78$8 06€९7॥ [07९5९760. 


. माना कि “०५ आंशिक योगफलों के अनुक्रम (७,) समेत एक दी हुई अनन्त श्रेणी है। 
माना कि (»,) असली या संमिश्र चरों का अनुक्रम हो तो 


85700 +07 +/4-+ ---2+% 22#-#2- 
अनुक्रम रूपानतर 
] 


, हे _4220-४ ५६ 
#तऊ, (2 न (0) (१.]) 
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] |/ | 
52०“ ॥ पा 
42॥ ६0 हि 2० 


का अनुक्रम परिभाषित करता है चरों के अनुक्रम | #0) द्वारा उत्पस्त अनुक्षम (8॥॥ के नालूहठ माध्य के 
अनुक्रम (४५) को । श्रेणी 29, अथवा अनुक्रम (७५) को  भोगफलों तक नाजुण्ट माध्यों या संकलनोय 
(7४, /५) ठारा संकलनीय कहा जाता है यदि 


वर ।। 


संकलनीयता विधि की नियमितता के प्रतिबन्ध हैं 


20, ०००0 (3.2) 
तथा 
2 (20) स| (720), जँयीं-ज्यों ॥+०० (.3) 
ख, । 


यदि (#७,) वास्तविक तथा अ न.ण हो तो (.3) की तुष्टि स्वत, हो जाती है और तब संकलन 
की विधि (४, »५) की नियमितता के लिये (,2) आवश्यक तथा पर्याप्त प्रतिबन्ध है । 


25 /ह+- | होने की दशा में (४, #,) विधि परिचित हार्मोनिक संकलनीयता (४, /४ |-) 
में समानीत हो जाती है और 


#% हि | + 0०0 
के लिये उपयुक्त विधि (०, 8) माध्य में समानीत हो जाती है । 


2. माना कि /(४) आवबर्ती फलन है जिसका आबर्त 2# है और अलवराल [| -#, #] में 
लेबेस्ग के रूप में समाकलनीय है। इस फलन से सम्ब:दध फ्रियर श्रेणों है 


/(0--३०५ +- ट (4, ००5 ॥%-+-0, था। ह.ए) (४, [) 
८ 
(2.) की संयुग्मी श्रेणी है 


2 (4॥ - 00$ ॥४--#७ . 80 ॥/), (2.2) 
र 
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जहाँ &७, 8 (४२-, 2, ...) /(४) के फूरियर त्विकोणमितिय गुणांक हैं । 


हम लिखेंगे कि 
$ (0-6 (७, 73-८--४)+/४-४)-2/») 
8 0) || |$ ७0] ॥४ 


20॥7 77/2+ 
20॥/ 570+ 


जहाँ > सूचित करता है // के समाकल अंश को । 


3. सन्तिकटन की कोटि पर फ्लेट ने”) निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध किया है| 
प्रमेष .4 


माना कि 


0 < ०७ <], 0 < ०0 &€_ #' 
यदि » ऐसा बिन्दु हो कि 


| ८ [46 (४)| €<(.47०, जब 0<:/<€:8 .... (3.]) 
तो क्‍ 
०४ (0-/00%0(४-०) (3.2) 


जहाँ ८ ४ श्रेणी (2.) के (८, ०) माध्यों को सूचित करता है । 
सिद्दीकी/) ने फलन के सन्निकटन की कोटि के लिये एक प्रमेष्न सिद्ध की है । 


प्रमेष 3 


माना कि (/,) वास्तविक संख्याओं का धनात्मक अवरद्ध॑ंमान अनुक्रम है जिससे कि 


न 
| , 0 (थ) धं॥+0 [2४ | , [/8€(/<(#' (3.3) 


जहाँ 


| 


है है ( ) ने सी ॥ &/५४॥+7/2) | 2, 27 &€-7 । है (3 4) 


हनन 
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और भी, माना कि 0<: « <, 0 < 0 &€[्‌ कर 
यदि » ऐसा बिन्दु है कि 
|, 74 00| <€ 3.48% (3.5) 
जहाँ 0<7 < 8 तो 


७ (0)-पी05%06७7०)+ 0 ( ४ ] 
2 





पोरवाल(० को सिद्दीकी की अपेक्षा उत्तम परिणाम प्राप्त हुआ है | वास्तव में उसने निम्नलिखित 
प्रमेय को सिद्ध किया है । 


प्रसेय (/ 


यदि 
६ ७, 0, |#00] “97५ &/5-0(॥) (3.6) 


जहाँ (#५) वास्तविक संख्याओं का धनात्मक एवं अ-बद्ध मान अनुक्रम है तब 


# (0-0० (>,) (3.7) 
» में समरूप में लागू होता है । 


प्रस्तुत प्रपत्न में संयुग्मी फ्रियर श्रेणी के नालुण्ड माध्यों के द्वारा एक फलन के सम्निकटन का 
अध्ययन किया गया है । संक्षेप में हम निम्नलिखित प्रमेय को सिद्ध करेंगे । 


प्रसेष 
यदि 


४ (७ 25 [ |$ 60| “000 ६४०0६) (3.8) 
जहाँ (9,) वही है जो उपयु कत प्रमेय में है तो 


%, ७9-7०००० (२, ) (3.9) 


जहाँ मै 
#090% -- [, ४ 0) ००५३ ४ # 


में ज्ैः 
& में समान रूप से लागू होता है । 
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4. प्रमेय की उपपत्ति निम्नलिखित प्रमेयिकाओं पर आधारित है । 


प्रमेषिका | 


यदि (५) अनुण तथा अ-बद्ध मान अनुक्रम हो तो 0&<:4&:9<€: ००, 0<7/€# के लिये तथा फिर 
किसी # तथा ५ के लिये 


<./:9( ४) 





6 
की ण 24(08-#2): 
य 





/ परम चर हैं । 


प्रमेयिका की उपपत्ति मैकफंडेन के अनुसार है।!।। 


प्रमेयिका 2 
यदि ( »,) अनुण तथा अवद्धमान अनुक्रम हो तो 0<:75:%, 0<:4&:0<:०० के लिये तथा किसी 
8 एवं ० के लिये 
4 आंत (7--/८-+-ब9)7 | __. [/00॥/) 
हा, ४ शा। ॥/2 च् | ४ | 








5. प्रभेय की उपपत्ति 


माना कि ७, ( व, >) द्योतक है श्रेणी (2.2) के ४वें आंशिक योगफल के तब 


हि ] (ए 008 ३ 7--005$ (४--३) # 
# (+ 2 %ऋ॥|, ४0) “कह? 





अतः: 
७ (/, २0-00 उ 2, 2 () > -्ग |, ४ 0) ०० ॥थ्वा 
003 $ 7--005$ (४+ ३) 7 


|| 
का एक | / (४) [शत ॥/2 





ठग । (४ ([) 00 //2 4 


] 0०08 (#7-+-+) 
207 [0५ (६-० | ४ (४) 3ंए ॥/2 ४ 
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न ॥॥ ४ (7) 7, (0) ८7 


जहाँ 
|. $# ५ 005 (४--१)7 
४ (४) था [2५ /...0 रा 8]7 7/2 (५. ]) 
हम लेते हैं 
2 |, ४ (7) कं; (7) व 
[$.+ | +[.५ (0 १, (0) ८ 
सा आ हा ४ (४) ५ (४) ८५, 
0< ०09 < #' 
अब ]/# € 7&<: 8 के लिये 
] | 008 (#-[-क) 
० 0) >ग।2॥ कं (/ 0 शं। ॥/2 
दल कल 0 [20० 
ग्रा 0॥ 
दा | 220॥8). 
[+%, लेमा 2 से 
अतः: 


१//8 


7,550 ( | ४ (8 000 !2(3/0/) ८४] 
/2# 
म्ष्ण्र) (--) संकल्पना(3 8) से 
न (5.3) 
अपरंच, रीमान लेबेस्ग प्रमेय तथा नियमितता प्रतिबन्धों के बल पर 


का () (5.4) 
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अपरंच, प्रतिवन्ध 


९४ (४0) उ+ [ः पा /82 4४४७-0() 


का अथे है कि 
# 0), | (0| 4६ 


स (> 
2 (॥/॥/) 


£ 70 00,0०३ (४) 


माना 


क्योंकि 





8 0) 2४% 


४ 0४. (४ (४४ 
"्द् || नरक न 20॥9) 48 
0/207।ध) ४ 


अंशत: समाकल करने पर 


(४) 220 [-* | | | (४) | जज कह 


[ 4 
न्न्न्णे लि ] 0) ]---+- 
' 5. 72(॥/) /207/7 





६ मी | 
[7 (5।£) 


पुन: 0 € 7< /# के लिये 


पं, (/)5-0(४) 
अतः 
7,550 के 8, >-# , 4 | 
0 /2(0१//) 
] 
0) न 5.5 
। (3.5) 
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(5.3), (5.4) तथा (5.5) को मिलाने पर 
75८5 0 (2 -] 
श 
इस तरह प्रमेय पूर्ण हुई । 


निर्देश 
!. मकफैडेन, [9006 | /ववताल्याक्षा०श] ०प्रा9], 942, 9, ]8-207, 


2... फ्लेट, जे० एम०, 0. 3. १४४॥॥. 7, 87-95: 


3. नालुण्ड, एन० ई०, [0708 (गराएटाआं0०१४, &7850070, ]9]9, 6, [४०. 3. 
4. पोरवाल, जे० पी०, पी० एच-डो० थीसिस, बिक्रम विश्वविद्यालय, उज्जैन 
>. सिद्दीकी, ए० एच०, 0. 3. ?पा९ शात &979॥०0 ॥४७॥॥७. 97, 2, (3), 367-373. 


जी[ववात रिक्त 87050 ?िता(त, ४० 32, ।३०., ], 989 


कई चरों के [7-फलन वाले बहुगुण समाकल 


ए० के० अरोरा तथा सो ० एल ० कौल 
गणित विभाग, एम० आर० इंजीनियरी कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--जुलाई 2, 986 ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्न का उहँ श्य कई संमिश्र चरों के ““-फलन वाले कतिपय बहुगरुण समाकलों का मान 
ज्ञात करना है। 


5089८ 


जिएााए6 गराव्ष्टाबों5 परएगरं)र प6 म-जिलांणा ण॑ इछनतोों एश्ांबो05. 29 8. हू. &709 


370 (.. 4.. ६0०, 0679470ए67 ० /लायबवा05, ४, रि, 50श९॥766०778 0०6४५, उंधां?पा' 
(॥२०४]०३५॥४7) . 


पल शाण 0 एा8 फब्एथा 38 40 €एश्ॉपा&८ टलामा। ए)्रणाए8 476क्‍298 7ए0एंए8 (06 
पाए ०0० 8०ए८व 2077065४ ५६7४ ०]९8. 


. श्रीवास्तव इत्यादि द्वारा! हाल ही में प्रचारित बहुचरीय /7-फलन को निभ्नलिखित 
रूप में परिभाषित एवं व्यक्त किया जाता है 


424 | 
0,78 ; 7.,7/+: ..,: 77...77 [ रत 
पर, ..., 2] कर शा 5 हाय | : 

(234 ० 2354॥5 #१+ ७ 2/,५/ 2 


टा (7) कर कक. 0 0७... है 
(4 हा है ५४०७ ०५ ) ,9 अ (८; $ है । ) ,0, 3 ०5४ (८; 9 १ ) 4,70; ( [) 


| 
४ 
नि (7) / + (7) (7३) 
(8;; (| $ १००३ 3, ) ,4 * ( 4, » 0: ) ],4,! *०० (4; हर ०; ) 5 | 
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फाक्स के #7-फलन के लिये श्रीवास्तव इत्यादि) को देखना चाहिये । इसी तरह फाक्स के /7-फलन के 
अभिसरण के प्रतिबन्धों आदि के लिये भी इसी निर्देश को देखना चाहिये । इस प्रपत्र में आये विविध 
#-फलनों के लिये ये प्रतिबन्ध तुष्ट मान लिये गये हैं। (.4) में /<:2 होने पर यह श्रीवास्तब4! के दो 


चरों वाले /-फलन 77 । ] में समानीत हो जाता है । 


प्रयुक्त संकेतन 


(“) संकेत बताता है कि उस स्थान पर प्राचल वही है जो (.) के दक्षिण पक्ष में बहचरीम 
/7-फलन के संगत स्थानों पर प्राचलों के समात हैं । (७, «| )७ हीरा अनुक्रम (६,, ७) 


है (4/, ५५) 
का बोध होता है । 


2... बहुगुण समाकल 


यदि +र वह क्षेत्र हो जिसे 0<:४,, ..., 05: 0५, 


है हे |) हु पर 808, न कं) 
(2) शि [ हा ) ्ि [, 6६5५ 7, (व >> है मय] ऊह््न्ब्ड यों के लिये 
, 


7 


एवं 
6 ० (दा | पृ 50 (४) 


न ७ न एप्प 
. द्वारा व्यक्त किया जाता हो तो हमें प्राप्त होगा 
(8) निम्नलिखित के साथ 


छा हे “7 (] -.)४ [ (७ ) 
ए(४) ० | -.. /)8-०४-7(] --/४१-+ मर 7 | शक । रे 


व तद॥ ([-०)४ ([+#2)“४“क, 7ब०], ..., +; ४:०--।, 


प्र 0४. /६/-.-]. 
[हि हे | [बिक ॥. यम 00) 7 एच * 0५) 


थ्ट ए ४ हा ५५५+ ३४३ * 2 ३7४ 
००4 7 ट:  #9..] 26, /४ [ ड द ५७४०० 
294 ++। हा जिओ | (2.) 
जहाँ 5 आह 6. 29), ५८ // 


/॥॥ रे 7!" दर हा ४ (/) 
ए अ् ( ! ७४३ प्र | /४) ०४७ 7;, १), ( [ शा । यो ्र + १ है. बह १, (), (4); क $ ५४५ है कै 0) 
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पर ई॒ ( 
4 (-कि खकफ >ज कक क १+ (१; 8, .... 8 , 0) 
तथा डी 
कि 
॥2 
4 «5 772 री ( ) | /((+/207 [7 (7)] 
एज, 67 
८ 52 (+/0"%4, 7-9» ([--/८)-”, 7--, ..., / 
बशरतें कि द 
पां। है८ (-7+- 2 ४ 9 +# |, 2 &+ 2 ४ 2 | -_ह_ ऋ-+-)>0 
[हण्ज ५ पंन्न, 
(7) 
(४) 4, | 
४ सम 8 » साथ ही जल [ $ ** 9 77; 7्र, :०-» ७», ५००३ शव; 
हे (४) 
0. 
हि 
(0) निम्नलिखित के साथ 
एज 
०,0 : ॥,, १, ; ...; 2.४, [7775 
_. 7१/॥-!7--7 | 39 “7 ॥5 १ 59 
(<)5-([--2) (|--/९2) 20:2,,2,; ...; 2.,0, है 
+ ! (४) कि । वि के... (७) है। 
52 पक हक 0 7 0470 8 हि 6, कर्ज औ की | 
| + 7०० 
/ ऑ ($) ; । फ् कई का | 
(0, ; 8,054 2,2 (7 27,67 ०? (५ * 7) )24,0, | 
तथा 
77 (--2)// (]+॥/2)-7/-/४४--, ..., ७; ॥/> -- , के लिये 
!॥ (4-7 
(मै स्क, .. 20० (2) 7 (7 4७) 
हि 
बेला 4? ध-+-2४-+2 74,/,, ..., 77,.,7/, /4, 7१; ४ पर 6 | 2, 
+2+2,4+(2+] : वी: --५ 2/4:: 2,0॥: ...; 2४02; । | 
| #, | 
०:७5; ४, ) 
(2.2) 


८75: 6,; 5५ / 


50 अरोरा तथा कौल 


3 किक हपुक "5७ (8): 


है 
तीज; ) [,/?, 


। (३) 


जहाँ 

ए, : ((-7३ ४, ..., ४, 0, --+ %), ((--/+-7९ »,, .. 
| (7') न्‍ँ 

( 4;; 05 "0 5५३ 3 0, *- ७ गे ४ (ध; ४05 8, ४ 
| (7) 

( ८।; 6)५ "७ ५ 5 0, :: ०), _. 5 

24: (- हद घन, -.७ #-०१७ ॥ै | (3 -- ॥४-+ ५५), 
४ (/) हे 

( 8; 3; न> नह 3; हे (१, ॥ #% के ०)। ५ ई (९; : 0, **०१०, 2; हु १२६ के है। ) !,(2 
+ ! (/) (४) 

5१: (०; ? 29 ) 027 (०; ? 27 [,/0, 
ही है (१) (/') 

५५: (थ. > * ,.. (थीं. ! 

2: (4; + ०; ) पल लग (ध; + ०; ) ,4, 
मु !) (3) प्री 

5५ ५ (९; १ ४ ) ] भी, 9 ००५१ (९; या! ) | हि 
5 हि (४) (3) 

$५ : (. , 77. “जे र | #287 

४: (7५ 5 79) 8 (५ हि) !,2; 

तथा 


टाच्आ (+॥)“, #॥/०) (]-/॥)-०४ै)००], ..., 7; /5०], ..., & के लिये 


“ै को (2.[) से दिया जाता है, बशतें कि 


ह / (४) ४ (८९) 6 ( 
पा! 7२९ ( £ ॥; 20. -- 37 १6 हैक शान, 7-४ -- ह ४ 20: 
, पु पटल नो. है 


जहाँ 


(४) 
थै. 


() कि (८९) 


्ै 
रथ 


(४) 


रा 


रन 


|) 


((४) 
हज मा "ै ) 0, 


2: ही | नै न्न्त्ढ्ा 0» तल ५५५5 १]; सा], "* १ 79 


ही है # ० ४ फऔे 444; हो, या | ी 5 


कई चरों के प्र-फलन वाले बहुगुण समाकल 5] 
उपपत्ति की विधि 


(2.]) को स्थापित करने के लिये हम (2.) के वाम पक्ष में फाक्स के #-फलन के लिये 
श्रीवास्तव” के परिणाम से मान रखते हैं, समाकलनों का क्रम बदल देते हैं, श्रीवास्तव/” के परिणाम में 
से कई चरों वाले #-फलन के लिये मान रखते हैं, पुनः समाकलनों का क्रम बदलते हैं और (2. ) के 
दक्षिण पक्ष को प्राप्त करने के लिये ग्रैं डस्ट्येन तथा रिजिकर्टी, श्रीवास्तव एवं एडेल्यी/! के परिणामों 
का प्रयोग करते हैं। इसी तरह (2.2) की भी स्थापना की जाती है । 


3, विशिष्ट दशायें 


यदि हम (2.) में ०/5॥४5-] (४5-, ..., 78), १-0, /-5० लें ॥/--, /४--/०--0, (2--, 
250,/, 5-] रखें और फिर उसमें >->० होने दें तो यह अगल तथा कौल के ज्ञात परिणाम में समानीत 
हो जाता है ॥77 

कृतज्ञता-ज्ञापन 

लेखकगण विश्वविद्यालय अनुदान आयोग के प्रति आथिक सहायता प्रदान करने के लिये आभार 

व्यक्त करते हैं । 
निर्देश 


8. अगल, एस ० एन० तथा कौल, सी० एल०, ज्ञानाभ 98, 4, 99-05. 


2... एडेल्यी, ए० इत्यादि, प्ांहाण प्रष्माउथातथांब फ्ालांगाड, ए०, ॥, ४० उ9चछ-ग्रा५ 
चि७ए७ ४070, 950. 


3. ग्रैंडस्ट्येन, आई० एस० तथा रिजिक, ।(आई० एम०, ४७68 ० व्ाध्ट्धा॥5, 36765 800 
?70478. 30808७770 27885, ९७७४ ४०0९, 980, 


4. श्रीवास्तव, एच० एम०, गुप्ता, के० सी० तथा गोयल, एस० पी०, ७ झ-णि०णा०078 07 006 
बात (ए० फ्रा40085 जाती 37एॉ06क2ा005.. 9०पा &5947 ?7008॥05$, '०ण् फछछा, 
982. 


[ताक रितवांज्ञातत #05ठ079ाता रिताती/0, ४०], 32, ३०. ), ]9809 
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सुजाता वर्मा 
गणित विभाग, एम० आर० इंजीनियरी कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--मई 4, 986 ] 
सारांश 


सर्वेप्रथम हम फाक्स के <४/-फलन तथा कई चरों वाले अ-फलन सम्बन्धी दो समाकलों का 
मूल्यांकन करेगे और फिर इन समाकलों का उपयोग #-फलनों वाले दो सामान्य बहुगुण समाकलों का 
मान ज्ञान करने के लिये करेंगे । 


6) ८ 


(एशांथांत एबी. प्रक्मा्ईअणिाणनरां णा$ पर0्रगएं अ-पिलांगणा5. 27 5प्रुंध६ भ७79, 
70९89277767[ ० /७॥९709/058, //., 7, 98766778 (०0॥626, उधां0०पए7 (६०]३७(87) . 


४९ 9 ०५४५००४९ (४० 77[62735$ ॥770५४78 705१8 झ-फिला0ता ात (6 मझ-पिला0०7 
० 5९पशाओं पक्ा।9005 ए़ंणाी एछ३$ गर70क्‍प 066 870 आए065 59 प्र. (४. 57ए28889५9 काते 
0, 729709.. ५9४७ (60 ए४९ 6586 76243 70 ९४०४७॥४ं५शा ०0 8०0०४ 7्रपरा।06 778ह47 
979$07747075$ ॥0ए07शाए म-पिएणा०णा5.  0प7 ए०४पॉ5 छ90एश06 शाधिरईतत४ परयी080005 
70 2९7९० वीरा075$ 0 8 ए्रप्रा/०6० 0 4768743 दात 76878] (5$07747078$ 770प:008 
8 7680: 00(8760 0५ 8०॥॥07 [6, 9. 73, 24. (2.2)]. 


. इस प्रपत्र में आगत बहुचरीय म-फलन का अध्ययन पहले पहल श्रीवास्तव तथा पण्डा/! ने 
किया था और परिभाषा भी दी थी। हम निम्नलिखित संकुचित संकेत का व्यवहार £ संमिश्र चरों 
2..-2॥ वाले <*-फलन को सूचित करने के लिये करेंगे 7 

807 मिला -_ प07/ : ॥73,7,; ...; 77%, 7; 

[28-ज॥*ीं ५ :$,,4; ...; 2७4 


/ (#7) #.. / हे (६) (४) ) 
2] ( ध; 5; $ # ० हा ०; ) 7, ह ( 6५ १ ) ,7] 9 5००9 (८, 9 शक ) , 7; | 


[.] 
) _(#) हम) 


॥|॒ 
| हा ली आल पा | 
[ (8;; 3; ५ "5 7 ) ,4 9 “४3 (4, ०; ) ,44 9 3:०0 % 8 (व, ५0५ ) ध,4; हे 
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इस फलन की परिभाषा, उसके विविध प्राचलों पर प्रतितबन्धों, अभिगरण के प्रतिबन्ध तथा 2...2. के 
लघु तथा दी मानों के लिये इसके आचरण आदि उपर्युक्त पुस्तक" में रेत्रे जा सकते है 4 


इनशच, यदि ([.]) में #-०० तो बहुचरीय //-फलन को मै के बजाय है; संकेत द्वारा निरूषित 
किया जावेगा । 


शोधपक्न के प्रमुख समाकलों का मान ज्ञात करने के लिये निम्नलिखित सूबों कौ [2, १. 78, 
24. (24); 3. 9. 3, 80, (5)] आवश्यकता पड़ेगी । 


हैं धं हि ३] हा] 
९] 7 छ #« | / ०७ | हि १) । 4७ 
| हैँ लक री नर , (> रे झ ) ४२५०७ ] | (2 !) । ७७७७ आशा मम लनिन मकर | पं 


फलड्री। 


स्यय द्र07/4(0+ वा 4-) 0-+--॥ 


ह जा कक 3) 76-३४ + [7४० -3) 


क्या) 
-+ह78 ०-३४) 7५१४ -३०-क-+])._ 
अक-कऋ+) मम 
. 2, [॥8+ ० न इैका--बे,३४--३३--३३४--३: #-|- ;. ] ““(42)”!], (.2) 
जहाँ 
4९९ (#-- ० [-४7-- ]) :> 0, || --(42)-7 |» 0; 
| >०%१ (८३... 2)-%/8-6/4 (- है तहत हि ((.) प्र ः 
हे ८ न ण ७२ 2/3.22) ले / 
7 (++ 5) 
भस 2-7५-0-३/8 0० ॥/9 ४ ४ हत8 गाज 
2 8 ये जे 02 
१2 [ 5 , 7 | 
* वर्दी |» कक 2? शन ० दस हद न्‍ ([.3) 
जहाँ 


(०४ (०)>०0, ७0, 7१2 (१+-३)>0, 2४ (9-- ):0, 
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2. समाकल 
2 
द० 9 “(॥ 4)3/2 डे 
| टी [(++ न (ध हे 2 | | ई ह )] 
४४75) ८! 
84 * ०१०५ 
फ्पा | ३ (६,, 2] मर 
#,९ [7 (8॥, 49)52 क 
का 2077-2 2(0+%॥॥+॥+ 2)/2 क्र [[--(42)-]५ 
| व ककरझा  उ] ४ (ए--4 -- ७०) 
क4+2, ॥+2 
४ 7949, 0+४ [22/० ः ] (2.) 


जहाँ 


[--#॥-- 72 -- 9 ! 
6 ०5० ली 2) , (कफ ४ 
ठ ४, 5/5 ठ » 5/3 (4) ०४), 


3 (--/-- ] 
मूक के स्टजुट+ , 8). (कलम ५ 2) 


तथा निम्नलिखित प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं 


2९० (#--#--»-- )--- ४ ९८ (#7) >0 
ैँ 
3<६ 5६ 26 


[ 
[[-- लक |[<] 


साथ ही, (2.व) में कक [2] सुपरिचित फाक्स के -फलनाथ के लिये आया है जिससे अभिसरण के 


प्रचलित प्रतिबन्धों की तुष्टि होती है । 


हे ०7 (६१-- ४१)-१५४४-७४ 05५७ [ हि स्पा ०, | 272 )] 
0 


- 7 [2 (<-+-४१)-१३, ..., 2; (०१ -+734)-22] 4४ 
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सन 270 0-70-7/8 (80, /7 67५० 7/४ 3, गा कं 


00007 [ ; #,,77; -..३ ४70, 


(2, (2०)-१ | ८१) 
7+-4,4--2 ; /,4]; -.-.-: /2/4॥ 2.(2०)-१" 


को है (2.2) 


जहाँ 


८ डे, पक, (0) 
ब्म्ल (कै “+ ०-८७ 2/]5 ०५ के 2/2॥), (4), हा $ ४१०१ पे ) ] »2 हु 
है" (6४)  (&) 
आल 0 
255((६--है/2; /2]9 ***+» 2); ((--१/2--४-०-८०; 2+ ***$ 20) 
| (#) पक (6६. (4) 
0/: 8. : ...१: 8. :(4..8. * (धर, ,$. 
( है 5, ; ) [, 0 ( ५ 3 ) [,4, के ९६% (4, 3 0 ) | ,५॥, 
जहाँ 
2; कि (, # (९५ (५) » 0, 2 0, २2 (9 न ) 5 0०, की ह। के? ऋंक हक (९. 
८० |[धाह 2| "८३ | ३ 
जहाँ 
42 (४) 4: (0) 72 (/) ५ 
ह। है 4 4 रब क। न बी हा | ! 0) (8५) 
/च्चाच- च्श | /र्ाउ न । उबर 
| (,) रा ४ (४) 
नी 9; न क्र 0; > 0), 
है । /घभ्खः | 
(४) | 
है 
९2 (४५+- || ) बन: पओ॥ओ (2० (-क)) + () (74 ] के. लिविय [ 3 ४४% (2) 
0: 
ह। 
लि, ली ७७ | ले के का, 
(2.7) के वाम पक्ष में (,]) द्वारा परिभाषित तथा #-०० वाह बहुचरीय /-फलन के लिये संकेत ॥, 
आया है । 


(2.) की उपपत्ति 


का (2-) को व्युत्पन्न करने के लिये #/-फलन के वाम पक्ष को मेलिन-बार्नीज कंटूर समाकल के 
पदों में व्यक्त' करते हैं |? द 
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इसके बाद हम & तथा » समाकलों के क्रमों को परस्पर बदलते हैं तथा (.2) द्वारा प्राप्त फल 
की सहायता से » का समाकल का मान ज्ञात करते हैं । अब हम यहाँ पर आये फलन ,#, का मान श्रेणी 
रूप में रखते हैं; समाकलन तथा संकलन का क्रम परस्पर बदलते हैं और इस तरह से प्राप्त व्यंजक की 


व्याख्या (४-फलन के पद में करते हैं। इससे हमें वांछित परिणाम (2.) प्राप्त होता है। 


(2.2) को प्राप्त करने के लिये हम परिणाम (.3) का उपयोग करते हैं और ऊपर अंकित विधि 


का पालन करते हैं । 


3. ससाकल रूपान्तर 
| ध हा हू [(+कटा |] 
१ 0० 
». (४+ह&) 
जो अप न 


24,तें ध्‌ 5, 
हि, 0 
; 47 ० | एक जू-ओ, हें 





(4,, £2)7] धें थे 
(0;, (8)3,0 ४० | ई । 


2०77-४३ /-(॥7+॥-7-3)/4 


# 
जल नलनलंकाइकर+अ3कननलकानान-+न-+ ओम नानक ५५+3»3++>+अकभरपक ५3५७५ >न नाक िपग+५30ललन+नमम-+ कम» ५ जन »कानक, कर नमो, ॥॥॥ ञ्‌ 2 के ॥8 4 रथ 
हज छः -22 ल ] ) (7 7.) नि (८ ) 


(0 


2] टिक. कक अब (-- _! हु 
७०० ४ (४--० -+- 4) ५०! 42 ) | 


० | 





प्रर+20--/+-2 | ए)4 » (थम) (-४//१५) 
72--+--2,20--3 >> ८ ४४6, 


जहाँ 
०८, हे .---०, 286 का गा न ««« डा --० 
हे! # 
_प 5, हू [ “॥77-७ 5) 
कल्प मल कर न १, एं । 9, <७0५ #, । 


--#--४--७  ए _2 2) के 
(न्‍दुा< ,5) ,(0- हैं. है), ७७ 


ही ४--४--$ (0 गा 
रो (ट्नटगट ४ हर) ' कर » 5 (% 8),०(0--४--०, 0-७) 


(3.) 


58 सुजाता वर्मा 
तथा 0 (2) सहचारी लीजेण्डू फलन है । 


समाकल रूपान्तर (3.) निम्नलिखित पर्याप्त प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वैध है 


60) ८००, (/>०, ४:००, ०/>०, 7१९ (१):००, ( /४5], ..., 7) 


() है ए है. 
२८2 777-- (५. [-- ए  ग्राए। [९४ (8)] 0 
[--77-- (५-- ०)+ ]+ 2 है 


क || 
(0) 2९ (2) >०, | 7 -4८| <: ॥ 





घर े 8९ 4 
(0) 0४« रन (8)) गण | ()) न म् (०)) गा 4 (०) >0, [08 || डक) |. 


उन ॥ 72 8 । 
गा हा; है| श्र ( 4४ ७ ९2, १42, €| 
रत शा (२१-- #2-)४४-४/4 ७५ ( पा ० ) ह। ( 2० ) 
| 0 00 कह ? 3 / 7 (७०... (४ 
थ्‌ [2 (०१--०८9)-/१५, $ २४% ३ ड्ू ८ +-.4१)-१/] 4०८, # ४५ के ध्र८, 


( ह् 
0५0 ०७) 2 रॉ «0 ! 


| कान : काका: - "३ ॥फ्रए [2 '(2०)-४५ | 7 ] 


0" , 4 4-2 5 2फ9५]5 ---४2/०१/ |5/॥ (2८.)”“7& श (3.2) 


जहाँ 


| 7, 
दब्गटा 207 ++ ७-०, >, 


+ (४) 
अमन (वु-०,ै०- ०; 2/,, -.. 2/%), (4); ० पट ) ,9 # 


*ँ हू (0 (५७ 
( ८; १ १; ) ,0: 2 १** 5 (८; ५ १; ) ,ए | 


४्(ू-१/2 १५ -.. 20, (--/4--3/2--7--७; /,, ..., 2॥) 
का (४) 2 (6) (४) 
(05/95 “० # 2,4 (4, ०,) कक के, औ (,4% 


बशर्ते कि 
८.००, (7०, ४-००, ४7००, ,.., /, /* , ..., / 


#८ (०)>००, ४>०, ८ (४+-)>>0. 


; प्र-फलनों वाले कतिपय समाकल रूपांतर 59 
तथा (2.2) के प्रतिबन्ध सभुच्य () तथा (9) की तुष्टि होती हो । 
(3.4) की उपपत्ति 

माना कि 


५० ० तब 0-7 2 72५ 
/१ नल ४ 6 अं. ) (०५ ४ ------+ <% >, ) 


तर 8---7% | (6), ८): 
| 4० ॥ दे ह है | (0, 8): | क्छ न्ब -थं, | 


मेलिन-बार्नीज कंटूर समाकल के पदों में आये हुये #-फलन को स्थानान्तरित करने तथा £-एवं (४... »/) 
समाकलों के क्रम को परस्पर बदलने पर प्राप्त करते हैं : ह 
रु है 8 हि 7? 
4 3(0,- 8) 7४ 7(--०;+०; £) 
| [उच्च 4१ 


.०9+ ००. 2 








४9६ 


३ 42 
(/ /(]--89: 44 /(६:-- ७: 
अन्य ([-2/+/9 542 । (०-०५ 8) 


0० ०० शुकाध]॥्-व 2,+%,. है १ 
[| श || (7 धब्क को 


0 4 
मर ४, हा 5, 
- (८ झा गी-यी %% )/(० ४ +...+ ० २.) 4४ ... 450] 4६ 


अब परिचित परिणाम?) की अपील द्वारा प्राप्त करते हैं 


है / 4 ं 
| २ 7(७;--8; 8 रा 7-०6;+<; £) 
म्प्पय ी 


2 नऋ 29०, 2 का "ााअका न मदद डे 
कक अर ०; +/॥ हम रर (८;- ५; 5) 
8 शिया ई 
« (0...) 7 ्र (८)) हु 
ह। बा 


(70०20 7(० ००४) 


जहकफ सिम 





सुजाता वर्मा 
(० (प०७+ ... न(! 2): 8-7/00 % 


] 


अब उपयुक्त समीकरण में पुनः £-समाकल को :7-फलन के पदों में लिखने पर हमें 


7 हे 
३5(0 ८६४.) ०० (070/7५/५४ | डवि/वीककनी (2) 
है 0 
« ४ 9...#, (१+7. [2 ७7 "०० 0५ 24 


([ --2॥/7, ४;/0):35 (4), 2200 
(0),,9)) १(१ (। “-9-+-०, (/-- १) 


प्राप्त होता है बशर्ते कि 


पा] (९०३४. /, 2 (2:)) >> ० 
'टग, (कक 2४० (को) 


तथा / इस प्रकार संस्तुत किया जाता है कि दोनों पक्षों के समाकल का अस्तित्व रहे । 


| 
८, कया इ04७ 'द0 
ही | 0 ॥ ३० केपशक । 
| ॥$ 
| | 
पड 


को लेते हैं तथा (2.) की सहायता से <-समाकल का मान निकालते हैं और सरलता से अपने परिणाम 
(3.) पर पहुंचते हैं । 


अब हम 


छह +टीए “| 


(3.2) को सिद्ध करने के लिग्रे हुस परिणाम (2.2) का उपयोग करते हैं तथा उपयुक्त विधि से 
अग्रसर होते हैं । 


4... विशिष्ट दशायें 


हमारे मुख्य समाकल (3.) तथा (3.2) नितान्त सामान्य प्रकृति के हैं। किस्तु इनमें आगत 
-फलन तथा बहुचरीय 2-फलन के प्राचलों के विशिष्टीकरण से, ये समाकल रूपान्तर संगत समाकल 
रूपान्तर प्रदात कर सकते हैं जो उपयोगी तथा सरल हों । 


पत-फलनों वाले कतिपय समाकल रूपतर 6] 
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सार्वोकृत सहचारी लोजेण्डू फलन तथा बहुगुण 
एछ-फलन वाला एक परिणाम 


बी० एल० साथुर 
रक्षा प्रयोगशाला, जोधपुर 


[ प्राप्त-मार्च 20, 986 ] 


सारांश 


. प्रस्तुत प्रपत्न का उद्द श्य एक समाकल सम्बन्ध प्रदान करना है जिसमें सार्वीक्ृत सहचारी लीजेण्ड्र 
बहुपदों का कई संमिश्र चरों वाले #-फलन का गुणनफल निहित हो । 


479४7 9८ 


(शा म ॥65फ गाएणरएां)रर 06 एशाथबॉइटत 355009/(९१ [.९एशाव€ पफालांणा थात 06 
प्राषोफी० -फिलाणा जंग कुछएशांट्बांणाड, 87 8. 7.. बंप, 726०006  [.80904809, 
+006॥फएा-.. 


पफ० कार ० ॥॥6 छा68०गा ए़एल' 480 शांए० का ग्रॉाध्ड्राब।] 7९४7०) ॥ए0एँ78 ॥॥6 
970606 ० ॥॥6 2९7७560 355009/6०१ 7,62९7076 90]४7070॥785 800 ६॥06 म-पितएां०ा ० 
8०एछा वां 20077965 शक्षात0608,. 76 7887 5 8थाशकतों  7/पर8 ६00 73 00॥2ए९७०१ (0 96 7०. 
807 [दाठ्शा। 0 ऐ९छ ए९४प5 789 गा०ज़ ढ्ब्ष्शए 85 75 एक्लाएंएपधः 0 पराधंंधाड़ 088०. 50776 
409098/075 78५8 8880 080॥ 470[09(60 . | 


!. हाल ही में श्रीवास्तव तथा पण्डा/* ने बहुगुण कंटूरों के द्वारा बहुगुण म-फलन का 
अध्ययन और उसकी परिभाषा निम्न प्रकार से की है 
रे ७), »/0) 
[4,, "०१३ 2/-] 4, हा 2); ] ( [80), छण] 
(9 * 9, 8077]; [(8/), ९]; [(9०)) $0)| हे थे ) 
[((०) : ४, .... ४2] : [(४7), 9; ...; (770), 800]; एज व 


5, 


2 +5००८० 'कणणणा ही 
+२:८(५० गए हे | न $.(83) - .-४/(»,)४ (5:), .... 23५ “9 2 
48,, ..., #,, ००-१/(--), (.) 
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जहां 
(7) ' ५ ११7) 
के (कोच या गा; ल्‍गग )४ 20-४१ कझ 
है का 
[ 700) : 2900) (४) ॥ | 
%& का गाज कम) या गाछ।-म$ : 
[ /नत]-+#7) /त्तन-१ > 
५ 4 «८ ([], .... 7) (.2) 
) ४. 0) 
५ (8५, .. क)8त ' रात-कषन 2 ४१; ) 
अंडर] [जन] 
(“4 ८ 0) |) जाई 
७ | 7 7(6- < 2४9 ) श 7-6+न- 2४४; | । 
[ /चच्गरेन! रो, है 
४ «6 (], ..., /). * (,3) 


बहुगुण ख्-फलन (.) के विभिन्‍न संकेतनों की विवेचना के लिये तथा उसके अभिसरण प्रतिबन्धों 
के लिये श्रीवास्तव तथा पण्डा/2,*॥ के शोधपत्न को देखना चाहिये । 


सहचारी लीजेण्डू बहुपदों को शर्मा ने इसके पूर्व निम्नलिखित रूप में परिभाषित किया है 


(77+7॥)/# 


06 (0) /"९20):7(-#07 2६... (-2/#, 
2 (») [॥४2०(2/॥)!]77(] 27) का “-5#)%४, (.4) 


६_ थे धं ते 
08 कर और तर ? 4 कह कर $ तथा 
हे हे क्‍ 
70; का अर्थ यह है कि /0& #% बार आता है एवं £>2 एक स्थिर धनपूर्णाक हैं।॥«52 के लिये 
(.4) सहचारी लीजेन्ड्र फलन में समानीत हो जाता है । 


लेखक ने7४ एक तथा अधिक प्रमेयों में 2४-फलन वाले अनेक सम्बन्ध प्राप्त किये हैं | यहाँ पर 
सार्वीकृत सहचारी लीजेन्ड् फलनों तथा बहुगुण #-फलन से सम्बद्ध एवं समाकल सम्बन्ध प्राप्त किया 
जावेगा । कुछ सम्भव सम्प्रयोगों का संकेत किया गया है । 


2. परिणास 
यहाँ जिस प्रमुख परिणाम की स्थापना की जाती है वह है 


॥क्‍ 
|, 267 (] -.. ४/)४ 0, (3) मझ[४३5/४, ..., ४,45४ 


सार्वीक्षत सहचारी लीजेंण्डु .फलन 65 


करनणर 7! + 0, १+-2 * ([४, »); हट (४), १९? 
धन 4 ८ ४ 42, <(--2 : [8 >>]; व [.0/7, 207] 


(कि : ८, ...) /.) [(([--०--/) : #, ..., £];, [((ध) : 9), ..., 8/?] : 
[00-77-०) : #&, ..., ४0 [---+-४-+०+॥/) : &, ..., #], [(0); ४/, ..., ४०) : 


8), ९7; ...; [(800, $०)]; 
थी था । (0), ही, ८4, -««$ ५) (2. [) ॥ 


कक 


[ ) , 0) ] 
गिल 2 ग्र।भ परत ०० # 


॥ तथा # धनपूर्णाक हैं, #:>>#, 
पच्ताएहणपछआ-)72(न-४-+-॥/0[7%-#+-)2(#%--#-+- ॥2)]-, 

तथा (].]) के लिये आवश्यक अभिसरण प्रतिबन्ध । 

उपपत्ति 


परिणाम को प्राप्त करने के लिये हम (2.) के समाकल्‍्य में आये बहुगुण #-फलन (.) 
को इसके मेलिन-बार्नीज कन्टूर समाकल से स्थानान्तरित करते हैं और समाकलन के क्रम को बदल देते 
हैं जो इस विधि में निहित समाकलों के परम अभिसरण के कारण वैध है। आन्तरिक समाकल का मान 
सिंह (963) के परिणाम को व्यवहृत करके ज्ञात किया जाता है| अन्त में इस परिणाम कौ विवेचना 
(.]) के साथ करने पर वांछित परिणाम प्राप्त होता है। 


3. सम्प्रयोग 


प्राचलों के सही चुनाव से बहुगुण #“-फलन को कतिपय ज्ञात विशिष्ट फलनों में, जो एक तथा 
अधिक चरों वाले होते हैं, समानीत किया जा सकता है। मथाई तथा सक्सेना ने! एवं श्रीवास्तव, 
गुप्ता तथा गोयल/० ने सिलिंडर में उष्मा संचलन आदि के विषय में विवेचना की है । 


0) (2.]) में ॥-5.4--८८-0 रखने पर / परस्पर स्वतन्त्न एक चर वाले म-फलनों का गुणनफल 
प्राप्त होता है । े 


] ॥# & (४) «(४) 
| ४7([--%०97 0,,८ (७) 7 077 )/90) [४५ २/] 4 
0 गत 9 


८ कि 2: (४५ 9) «5 (४7, »४१) 
भ्प्न्न प्र ८ (427 2 * [87 />]]; ५ गन [.80), 407] 


-८०) : /, ..., £), [(((--०--//2 : £, ..., /८] : 
(कर अप ०) : #, ..., #), [(॥--#--०--/४) : /, ..., /£] : था ु 
9), ०]; ...; [(([700, ७070]:  . 
680 80 हि 8000...) 6.0 
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(2.) में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वैध है । 


(॥) (2.) में /--2 को प्रतिबन्धित रखते हुये हमें सरलता से प्रधान द्वारा” दिया गया 


सम्बन्ध प्राप्त होता है । 


0. 
]. 


2. 


3. 


4. 
5, 


6. 
7. 


कृतज्ञता-ज्ञापत्त 


हम प्रेरणा प्रदान करने के लिये डा० आर० गॉपाल को धन्यवाद देते हैं । 
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